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A c k n o w l e d g e m e n t s  
I  w o u l d  l i k e  t o  e x p r e s s  m y  t h a n k  t o  s e v e r a l  p e o p l e  a n d  o r g a n i s a t i o n s  w i t h o u t  w h o m  
t h i s  t h e s i s  w o u l d  n o t  e x i s t .  
F i r s t ,  a n d  f o r e m o s t ,  I  w o u l d  l i k e  t o  e x t e n d  m y  s i n c e r e s t  g r a t i t u d e  a n d  r e s p e c t  
t o  m y  s u p e r v i s o r  D r .  G e o f f  H a m i l t o n  f o r  h i s  s u p e r v i s i o n  a n d  e n c o u r a g e m e n t  d u r i n g  
t h e  p e r i o d  o f  m y  d o c t o r a l  r e s e a r c h  w i t h o u t  w h o m  t h i s  w o r k  w o u l d  n e v e r  h a v e  s e e n  
t h e  l i g h t  o f  d a y .  I  w o u l d  a l s o  l i k e  t o  e x t e n d  m y  s i n c e r e s t  g r a t i t u d e  a n d  r e s p e c t  t o  D r .  
D a v i d  G r a y  f o r  m a n y  v a l u a b l e  d i s c u s s i o n s  t h a t  I  h a d  w i t h  h i m  d u r i n g  m y  s e c o n d  
y e a r  o f  s t u d y .  H e  w a s  m y  a c t i n g  s u p e r v i s o r  d u r i n g  m y  s e c o n d  y e a r  o f  s t u d y  w h e n  
G e o f f  w a s  o n  s a b b a t i c a l .  I  w o u l d  l i k e  t o  t h a n k  a l l  o f  m y  c o l l e a g u e s  w h o  h e l p e d  m e  
d i r e c t l y  o r  i n d i r e c t l y  d u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h i s  w o r k .  I  w o u l d  a l s o  l i k e  t o  t h a n k  m y  
e m p l o y e r  f o r  g r a n t i n g  m e  t h e  n e c e s s a r y  h i g h e r  s t u d y  l e a v e  t o  c o m p l e t e  m y  d o c t o r a l  
r e s e a r c h .  F i n a l l y ,  t h e  S c h o o l  o f  C o m p u t i n g  m u s t  a l s o  b e  t h a n k e d  f o r  f u n d i n g  t h e  
w o r k  o f  t h i s  t h e s i s  a n d  p r o v i d i n g  m e  w i t h  a  n i c e  w o r k i n g  a t m o s p h e r e .  
M d .  H u m a y u n  K a b i r  
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 . 2  P r o g r a m  T r a n s f o r m a t i o n  
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2 . 5 . 1  M e t a c o r n p u t a t i o n  5 5  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 . 5 . 2  P a r t i a l  E v a l u a t i o n  5 6  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
2 . 5 . 3  S u p e r c o m p i l a t i o n  5 6  
. . . . . . . . . . . .  
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4 . 4  I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  8 8  
. . . . . . . . . .  
4 . 4 . 1  P r o v i n g  U n i v e r s a l l y  Q u a n t i f i e d  C o n j e c t u r e s  8 8  
. . . . . . . . .  
4 . 4 . 2  P r o v i n g  E x i s t e n t i a l l y  Q u a n t i f i e d  C o n j e c t u r e s  9 6  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 . 5  S o u n d n e s s  o f  P r o o f  T e c h n i q u e s  1 0 2  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 . 6  C o m p l e t e n e s s  1 0 9  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
4 . 7  C o n c l u s i o n  1 1 0  
5  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  i n  P o i t i n  1 1 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 1  I n t r o d u c t i o n  111 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 2  F o r m  o f  I n p u t  S p e c i f i c a t i o n  1 1 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 3  C o n s t r u c t i o n  o f  P r o g r a m  i n  P o i t i n  1 1 2  
5 . 3 . 1  D i s t i l l a t i o n  R u l e  f o r  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  . . . . . . . . . .  1 1 2  
. . . . . . . . . . . .  5 . 3 . 2  P r e c o n d i t i o n  a n d  P o s t c o n d i t i o n  A n a l y s i s  1 1 3  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 3 . 3  C o n s t r u c t i o n  P r o c e s s  1 1 4  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 3 . 4  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  R u l e s  C  1 1 4  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 4  E x a m p l e s  1 1 8  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 5  P r o o f  o f  C o r r e c t n e s s  1 2 6  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
5 . 6  C o n c l u s i o n  1 3 1  
6  I m p l e m e n t  a t i o n  a n d  R e s u l t s  1 3 2  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 1  I n t r o d u c t i o n  1 3 2  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 2  P o i t i n :  a  P r o t o t y p e  V e r s i o n  1 3 2  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 2 . 1  M o d u l e  T o p l e v e l  1 3 3  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 2 . 2  M o d u l e  A T P  1 3 3  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 2 . 3  M o d u l e  D i s t i l l  1 3 5  
. . . . . . . . . .  
6 . 2 . 4  I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  P r o o f  R u l e s  A  a n d  &  1 3 7  
. . . .  6 . 2 . 5  I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  R u l e s  C  1 3 8  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 3  R e s u l t s  1 3 8  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
6 . 4  C o n c l u s i o n  1 4 4  
7  C o n c l u s i o n  a n d  F u t u r e  W o r k  1 4 5  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 1  S u m m a r y  o f  T h e s i s  1 4 6  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 1 . 1  B a c k g r o u n d  1 4 6  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 1 . 2  D i s t i l l a t i o n  1 4 6  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 1 . 3  T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  1 4 7  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 1 . 4  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  i n  P o i t i n  1 4 7  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 1 . 5  I m p l e m e n t a t i o n  a n d  R e s u l t s  1 4 7  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 2  R e s e a r c h  C o n t r i b u t i o n s  1 4 8  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 3  F u t u r e  W o r k  1 4 9  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 3 . 1  D i s t i l l a t i o n  1 4 9  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 3 . 2  I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  1 5 0  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 3 . 3  P r o g r a m  V e r i f i c a t i o n  1 5 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 3 . 4  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  1 5 1  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
7 . 3 . 5  I m p l e m e n t a t i o n  1 5 2  
B i b l i o g r a p h y  1 5 3  
A  D i s t i l I a t i o n  1 6 3  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A . 1  E x a m p l a  1 6 3  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A . l . l  A c c u r n u I n t i n g  P a t t e r n s  1 6 3  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A  .  1 . 2  A c c u m u l a t i n g  P a r a m e t e r s  1 7 4  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
A  .  1 . 3  O b s t r u c t i n g  F u n c t i o n  C a l l s  1 8 5  
. . . . . . . . . . . . . . . . .  
A . 1 . 4  E x a m p l e s  f o r  T h e o r e m  P r o v i n g  1 9 2  
B  T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  2 0 7  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
B . 1  E x m p l e  2 0 7  
v i i  
A b s t r a c t  
W e  p r e s e n t  n e w  a p p r o a c h e s  t o  p r o v e  u n i v e r s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c -  
t u r e s  a n d  t o  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  f r o m  t h e  r e s u l t i n g  p r o o f s .  T h e s e  t h e o r e m  p r o v i n g  
a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  m a k e  u s e  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  t o  t r a n s -  
f o r m  i n p u t  c o n j e c t u r e s  i n t o  a  n o r m a l i s e d  f o r m  w h i c h  w e  c a l l  d i s t i l l e d  f o r m .  T h e  p r o o f  
r u l e s  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  d i s t i l l e d  p r o g r a m .  O u r  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o -  
g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  h a v e  b e e n  i m p l e m e n t e d  i n  a  t h e o r e m  p r o v e r  w h i c h  
w e  c a l l  P o i t i n .  W e  g i v e  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m ,  a n d  t h e n  p r e s e n t  
t h e  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  i m p l e m e n t e d  i n  P o i t i n .  O u r  i m p l e -  
m e n t a t i o n  o f  t h e  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  u s e d  i n  P o i t i n  i s  t h e n  
p r e s e n t e d .  T h e  s o u n d n e s s  o f  t h e  p r o o f  t e c h n i q u e  i s  s h o w n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  l o g i c a l  
p r o o f  s y s t e m  u s i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s .  W e  s h o w  t h a t  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m s  a r e  
c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e i r  s p e c i f i c a t i o n .  
T h e  m a i n  c o n t r i b u t i o n s  o f  t h i s  t h e s i s  c a n  b e  s u m m a r i s e d  a s  f o l l o w s .  
F i r s t ,  w e  
p r e s e n t  f u l l y  a u t o m a t i c ,  a n d  e f f i c i e n t  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s .  S e c o n d ,  
w e  p r e s e n t  a  n o v e l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e  t o  c o n s t r u c t  c o r r e c t  p r o g r a m s .  
T h i r d ,  w e  h a v e  s h o w n  h o w  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  b e  u s e d  i n  a  
n o v e l  w a y  i n  a n  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r .  F i n a l l y ,  t h e  u s e  o f  d i s t i l l a t i o n  t o  o b t a i n  
a  n o r m a l  f o r m  o f  t h e  i n p u t  p r o g r a m  r e d u c e s  o v e r - g e n e r a l i z a t i o n  a n d  g e n e r a t i o n  o f  
n o n - t h e o r e m s .  W e  h a v e  i m p l e m e n t e d  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  a n d  d e m o n s t r a t e d  i t  o n  
s o m e  e x a m p l e s .  T h e  u s e  o f  d i s t i l l a t i o n  i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  P o i t i n  h a s  e a s e d  t h e  
a u t o m a t i o n  o f  t h e  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  i n  a  r e d u c e d  s e a r c h  
s p a c e  t o  m a k e  i t  f u l l y  a u t o m a t i c  a n d  e f f i c i e n t .  
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C h a p t e r  1  
I n t r o d u c t i o n  
1 . 1  M o t i v a t i o n  
T h e  r e a l i z a t i o n  t h a t  a  p o w e r f u l  t h e o r e m  p r o v e r  c a n  p r o v i d e  a  k e y  c o m p o n e n t  o f  m a n y  
" i n t e l l i g e n t  m a c h i n e s "  a n d  t h e  o b j e c t i v e  a n d  c r e a t i v e  a t t r i b u t e s  o f  m a t h e m a t i c a l  
r e a s o n i n g  m a d e  m a t h e m a t i c i a n s  a n d  c o m p u t e r  s c i e n t i s t s  i n t e r e s t e d  i n  a u t o m a t e d  
t h e o r e m  p r o v i n g .  T h e  d r e a m  o f  m e c h a n i z i n g  m a t h e m a t i c a l  r e a s o n i n g  w i t h  c o m p u t e r  
p r o g r a m s  h a s  b e e n  a r o u n d  s i n c e  t h e  e a r l y  s t a g e s  o f  e l e c t r o n i c  c o m p u t e r s .  
M a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n  i s  a  m e t h o d  t o  r e a s o n  a b o u t  m a t h e m a t i c a l  a n d  c o m p u -  
t a t i o n a l  o b j e c t s  c o n t a i n i n g  r e p e t i t i o n .  A u g u s t u s  D e  M o r g a n  d e f i n e d  a n d  i n t r o d u c e d  
t h e  t e r m  M a t h e m a t i c a l  I n d u c t i o n  i n  h i s  a r t i c l e  I n d u c t i o n  ( M a t h e m a t i c s )  w h i c h  w a s  
p u b l i s h e d  i n  t h e  P e n n y  C y c l o p a e d i a  [ 8 0 ] .  T h o u g h  t h e  m e t h o d  o f  m a t h e m a t i c a l  i n -  
d u c t i o n  h a s  b e e n  e x p l o i t e d  i n  p r o o f s  f o r  s e v e r a l  c e n t u r i e s ,  t h i s  w a s  t h e  f i r s t  f o r m a l  
d e f i n i t i o n .  
U s i n g  m a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n ,  b y  g e n e r a t i n g  a  f i n i t e  n u m b e r  o f  c a s e s  f r o m  a n  
i n p u t  f o r m u l a ,  t h e  f o r m u l a  c a n  b e  p r o v e d  f o r  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  c a s e s .  T o  p r o v e  
a  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e ,  t h e  p r e m i s e s  o f  a n  i n d u c t i o n  c o n s i s t  o f  o n e  o r  
m o r e  b a s e  c a s e s ,  a n d  o n e  o r  m o r e  s t e p  c a s e s .  F o r  e x a m p l e ,  t o  p r o v e  a  c o n j e c t u r e  
a b o u t  n a t u r a l  n u m b e r s ,  i n  t h e  b a s e  c a s e ,  t h e  c o n c l u s i o n  o f  t h e  i n d u c t i o n  r u l e  w i l l  
b e  p r o v e d  f o r  s o m e  i n i t i a l  v a l u e  0 .  I n  t h e  s t e p  c a s e ,  t h e  c o n c l u s i o n  i s  p r o v e d  f o r  
S u c c ( n )  a s s u m i n g  t h a t  t h e  c o n j e c t u r e  i s  t r u e  f o r  a  g e n e r i c  n a t u r a l  n u m b e r  n .  I n  t h i s  
w a y ,  t h e  t h e o r e m  i s  p r o v e d  f o r  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  s u c c e s s i v e  v a l u e s .  
T o  r e a s o n  a b o u t  m a t h e m a t i c a l  o b j e c t s  l i k e  n a t u r a l  n u m b e r s ,  d a t a  s t r u c t u r e s  l i k e  
l i s t s  a n d  t r e e s ,  r e c u r s i v e l y  d e f i n e d  f u n c t i o n s ,  h a r d w a r e  v e r i f i c a t i o n  a n d  m a n y  m o r e  
a s p e c t s  i n  m a t h e m a t i c s ,  p r o p e r t i e s  t o  b e  p r o v e d  a r e  s p e c i f i e d  a s  u n i v e r s a l l y  a n d / o r  
e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s .  I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h a t  a  s t a t e m e n t  i s  t r u e  f r o m  
s o m e  a s s u m p t i o n s  u s i n g  t h e  r u l e s  o f  i n f e r e n c e ,  t h e  p r o o f  s y s t e m  i s  p r o v i d e d  w i t h  a  
r i c h  k n o w l e d g e  o f  t h e  d o m a i n ,  w h i c h  c o n s t r u c t s  t h e  r e l e v a n t  u n d e r l y i n g  t h e o r y .  A n  
a u t o m a t i c  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r  i s  u s e d  t o  p r o v e  t h e s e  c o n j e c t u r e s  f o r  a n  i n f i n i t e  
n u m b e r  o f  s u c c e s s i v e  v a l u e s  b y  p e r f o r m i n g  b a s e  a n d  s t e p  c a s e  p r o o f s .  
S o m e  e x a m p l e s  o f  i n d u c t i v e  p r o v e r s  u s i n g  e x p l i c i t  i n d u c t i o n  r u l e s  a r e  t h e  B o y e r -  
M o o r e  t h e o r e m  p r o v e r  ( N Q T H M )  [ 8 ,  9 1 ,  A C L 2  [ 6 2 ] ,  I N K A ,  A F 2 ,  Q u o d L i b e t ,  O y s -  
t e r / C L A M  [ 2 1 ]  a n d  I s a P l a n n e r  [ 3 7 ,  3 8 1 .  A C L 2  i s  t h e  r e - i m p l e m e n t a t i o n  o f  N Q T H M .  
W e  h e n c e f o r t h  r e f e r  t o  t h e  B o y e r - M o o r e  T h e o r e m  P r o v e r  a s  B M T P .  R R L  a n d  S P I K E  
a r e  i m p l i c i t  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s .  T w o  e x a m p l e s  o f  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s  
u s i n g  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s  a r e  P o i t i n  [ 4 5 ]  a n d  T u r c h i n ' s  t h e o r e m  
p r o v e r  [ 1 0 2 ] .  A l a n  B u n d y  a n d  h i s  r e s e a r c h  g r o u p  h a v e  d e v e l o p e d  k n o w l e d g e - b a s e d  
t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s  r i p p l i n g  [ 1 3 ,  2 3 ,  1 5 ,  1 8 1  u s i n g  e x p l i c i t  i n d u c t i o n ,  a n d  
p r o o f  p l a n n i n g  [ 1 3 ,  1 4 ,  5 2 1  f o r  t h e  a u t o m a t i o n  o f  i n d u c t i v e  r e a s o n i n g .  T h e  d e t a i l s  
o f  t h e  e a r l y  a n d  r e c e n t  d e v e l o p m e n t s  i n  a u t o m a t i c  t h e o r e m  p r o v i n g  c a n  b e  f o u n d  i n  
t h e  B u n d y ' s  s u r v e y  p a p e r  [ 1 6 ] .  
D e s p i t e  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  t h i s  a r e a ,  a u t o m a t i c  i n d u c t i v e  r e a s o n i n g  c r e -  
a t e s  c h a l l e n g i n g  p r o b l e m s  i n  t h e  s e a r c h  f o r  i n d u c t i v e  p r o o f s  o f  s o m e  c o n j e c t u r e s .  I n  
e x p l i c i t  i n d u c t i o n ,  a n  i n f i n i t e  n u m b e r  o f  i n d u c t i o n  r u l e s  c a n  e x i s t  i n  i n d u c t i v e  p r o o f s ,  
w h i c h  c a n n o t  b e  p r e - s t o r e d .  A n  i n d u c t i v e  p r o o f  m a y  r e q u i r e  a n  a r b i t r a r y  l e m m a  t o  
b e  c o n j e c t u r e d  a n d  p r o v e d  t o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f ,  o r  m a y  r e q u i r e  g e n e r a l i z a t i o n  
t o  b e  p e r f o r m e d .  T h e  s e a r c h  f o r  a p p r o p r i a t e  l e m m a s  a n d  p e r f o r m i n g  a p p r o p r i a t e  
g e n e r a l i z a t i o n s  m a y  c a u s e  i n f i n i t e  b r a n c h i n g  p o i n t s  i n  t h e  s e a r c h  s p a c e .  T h e  u s u a l  
a p p r o a c h  t o  p r o v i n g  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s  i s  a l s o  m o r e  p r o b l e m a t i c .  
M e t a c o m p u t a t i o n  1 1 0 2 ,  1 0 3 ,  4 2 1  i s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  f o r m a l  l o g i c  t o  p r o v e  t h e  
t r u t h  o r  f a l s i t y  o f  l o g i c a l  f o r m u l a e .  M e t a c o m p u t a t i o n  i s  t h e  t a s k  o f  s i m u l a t i n g ,  a n -  
a l y z i n g  o r  t r a n s f o r m i n g  p r o g r a m s  b y  m e a n s  o f  o t h e r  p r o g r a m s .  I n  r e c e n t  w o r k  1 4 5 1 ,  
H a m i l t o n  h a s  p r e s e n t e d  a  n o v e l  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  u s i n g  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o -  
g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  [ 4 5 ]  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  t h e o r e m s  f u l l y  a u t o m a t i c a l l y .  
T h i s  t e c h n i q u e  i s  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  T u r c h i n ' s  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  [ 1 0 3 ,  1 0 2 1  
i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  s u p e r c o m p i l e r  [ l o l l .  W e  c o n s i d e r  a  p r o o f  s y s t e m  w h e r e  
a  c o m p u t e r  p r o g r a m  i s  a  m o d e l ,  a n d  w e  c o n j e c t u r e  t h a t  a  m o d e l - b a s e d  a p p r o a c h  
r e d u c e s  t h e  s e a r c h  s p a c e  u s u a l l y  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  a x i o m a t i c  a p p r o a c h ,  t h u s  m a k -  
i n g  i t  e a s i e r  t o  a u t o m a t e .  B y  s p e c i f y i n g  a n  i n p u t  c o n j e c t u r e  a s  a  p r o g r a m ,  i t  i s  
p o s s i b l e  t o  t r a n s f o r m  t h i s  t o  a  m o r e  e f f i c i e n t  e q u i v a l e n t  p r o g r a m  u s i n g  a u t o m a t i c  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s ,  a n d  t h e  p r o o f  c a n  b e  c o m p l e t e d  o n  t h i s  t r a n s -  
f o r m e d  p r o g r a m  w i t h o u t  u s i n g  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s .  T h u s ,  a u t o m a t i c  p r o g r a m  
t r a n s f o r m a t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  a i d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g .  
W e  a l s o  p r o p o s e  t h e  u s e  o f  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  f o r m a l  m e t h o d s ,  w h i c h  l e a d  
t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  c o m p u t e r  p r o g r a m s  f r o m  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s  d e r i v e d  f r o m  
e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s .  T h e  p u r p o s e  o f  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  i s  t o  d e v e l o p  a n  e q u i v -  
a l e n t  b u t  c o r r e c t  a n d  e f f i c i e n t  p r o g r a m  b y  a  s e q u e n c e  o f  m a n i p u l a t i o n s  u s i n g  a  s e t  
o f  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  f r o m  a  p o s s i b l y  i n e f f i c i e n t  i n p u t  p r o g r a m .  T h e  m e t h o d  o f  
p r o g r a m  s y n t h e s i s  d e v e l o p s  a  c o r r e c t  a n d  e f f i c i e n t  e x e c u t a b l e  p r o g r a m  f r o m  a n  u n e x -  
e c u t a b l e  s p e c i f i c a t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  e x p e c t e d  p r o g r a m ,  a n d  e n s u r e s  
t h a t  t h e  d e v e l o p e d  p r o g r a m  m e e t s  i t s  s p e c i f i c a t i o n  b y  v e r i f i c a t i o n .  H e n c e ,  p r o g r a m  
s y n t h e s i s  c a n  b e  s e e n  a s  a n  e x t r e m e  f o r m  o f  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  [ 8 5 ] .  
P r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  i s  c l o s e l y  r e l a t e d  t o  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o -  
g r a m  c o n s t r u c t i o n .  T h i s  t h e s i s  s e t s  o u t  t o  u s e  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a -  
t i o n  t e c h n i q u e  t o  d e v e l o p  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  
p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d s .  
1 . 2  A i m s  o f  T h e s i s  
T h e  a i m  o f  t h i s  t h e s i s  i s  t o  d e s i g n  a n d  i m p l e m e n t  a  f u l l y  a u t o m a t i c  
m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r  w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v e  u n i v e r -  
s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s ,  a n d  t o  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  
p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  P o i t i n  i s  w r i t t e n  i n  S t a n d a r d  M L .  T o  m a k e  t h e  u s e r  o f  t h e  
t h e o r e m  p r o v e r  f r e e  f r o m  t h e  b u r d e n  o f  s u p p l y i n g  e x p l i c i t  t y p e  a n n o t a t i o n s ,  w e  p l a n  
t o  i m p l e m e n t  t h e  c u r r e n t  v e r s i o n  w i t h o u t  a n y  e x p l i c i t  u s e  o f  t y p e  s y s t e m s .  W e  c o n -  
s i d e r  a  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  w i t h  f i r s t  o r d e r  q u a n t i f i e r s .  T h e  l a n g u a g e  i s  
t y p e d  u s i n g  t h e  H i n d l e y - M i l n e r  p o l y m o r p h i c  t y p i n g  s y s t e m  [ 4 9 ,  7 9 ,  3 4 1 .  W e  a s s u m e  
p r o g r a m s  i n  t h e  l a n g u a g e  a r e  w e l l - t y p e d .  T h o u g h  w e  d o  n o t  i n c l u d e  t h e  H i n d l e y -  
M i l n e r  p o l y m o r p h i c  t y p e  c h e c k e r  w i t h i n  o u r  c u r r e n t  v e r s i o n ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  i n c l u d e  
t h i s  t y p e  c h e c k e r  w i t h i n  o u r  s y s t e m .  A s  w e  h a v e  e x p l a i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  
t h e  l i m i t a t i o n s  o f  i n d u c t i v e  i n f e r e n c e  a r e  m a j o r  o b s t a c l e s  i n  t h e  a u t o m a t i o n  o f  p r o o f ,  
w h i c h  l i m i t  t h e  p o w e r  o f  a  t h e o r e m  p r o v e r .  T h i s  i s  a l s o  p r o b l e m a t i c  f o r  a u t o m a t i c  
p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n .  I n  t h i s  t h e s i s ,  w e  t a c k l e  t h e s e  p r o b l e m s  b y  i n c o r p o r a t i n g  t h e  
d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  w i t h i n  t h e  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r a m e w o r k  o f  P o i t i n .  W e  c o n s t r u c t  a  h i e r a r c h y  o f  s o u r c e  
t o  s o u r c e  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s  t o  
f a c i l i t a t e  m e t a c o m p u t a t i o n  u s i n g  a d d i t i o n a l  r u l e s  f o r  h a n d l i n g  q u a n t i f i c a t i o n .  
W e  e x t e n d  t h e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  o f  P o i t i n  [ 4 5 ]  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  u n i v e r -  
s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n s  t o  p r o v e  e x p l i c i t l y  q u a n t i f i e d  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s  
f u l l y  a u t o m a t i c a l l y .  I n  [ 4 5 ] ,  a l l  f r e e  v a r i a b l e s  o f  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e s  a r e  c o n s i d e r e d  
i m p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d ,  a n d  t h e r e f o r e  d o e s  n o t  d e a l  w i t h  e x p l i c i t  q u a n t i f i -  
c a t i o n .  W e  h a v e  d e f i n e d  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  f o r  q u a n t i f i e r s  a n d  t h e  p r o o f  r u l e s  f o r  
u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n s .  W e  h a v e  d e v e l o p e d  a  p r o g r a m  c o n s t r u c -  
t i o n  m e t h o d  t o  c o n s t r u c t  c o r r e c t ,  e f f i c i e n t  a n d  e x e c u t a b l e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s  f r o m  
t h e  p r o o f s  o f  n o n - e x e c u t a b l e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  u s i n g  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  
i n  P o i t i n .  
W e  p r e s e n t  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m ,  w h i c h  i s  u s e d  t o  
t r a n s f o r m  t h e  p r o g r a m s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e s  a n d  p r o g r a m  s p e c -  
i f i c a t i o n s  t o  o b t a i n  o u t p u t  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  i n  n o r m a l  f o r m .  D i s t i l l a t i o n  h a s  
t h e  e f f e c t  o f  r e m o v i n g  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s  f r o m  p r o g r a m s ,  w h i c h  c o u l d  
o t h e r w i s e  c a u s e  p r o o f  f a i l u r e s .  T h i s  m a k e s  t h e  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
t e c h n i q u e s  f r e e  f r o m  t h e  p r o b l e m  o f  c o n j e c t u r i n g  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  a n d  r e d u c e s  
o v e r - g e n e r a l i z a t i o n .  
W e  t h e n  p r e s e n t  p r o o f  t e c h n i q u e s  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s .  W e  d e f i n e  
d i s t i l l a t i o n  r u l e s  t o  d e a l  w i t h  q u a n t i f i e r s  a t  t h e  m e t a - l e v e l ,  a n d  p r o o f  r u l e s  f o r  u n i -  
v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n .  T o  p r o v e  a n  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e ,  d i s t i l l a t i o n  
i s  f i r s t  a p p l i e d  t o  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e .  T h e  d i s t i l l e d  p r o g r a m  i s  t h e n  p r e - p r o c e s s e d  
t o  o b t a i n  a  p r o o f  e x p r e s s i o n  t o  w h i c h  t h e  p r o o f  r u l e s  a r e  t h e n  a p p l i e d .  
F i n a l l y ,  w e  p r e s e n t  a  c o n s t r u c t i v e  a p p r o a c h  t o  c o n s t r u c t i n g  p r o g r a m s  f r o m  i n -  
p u t  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  p e r f o r m s  a  v e r i f i c a t i o n  p r o o f  
o f  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  t o  r e j e c t  u n s a t i s f i a b l e  s p e c i f i c a t i o n s  ( i . e . ,  s p e c i f i c a t i o n s  d e -  
r i v e d  f r o m  n o n - t h e o r e m s )  t o  e n s u r e  t h a t  p r o g r a m s  a r e  c o n s t r u c t e d  o n l y  f r o m  c o r r e c t  
s p e c i f i c a t i o n s .  A  d i s t i l l a t i o n  r u l e  i s  d e f i n e d  t o  h a n d l e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s ,  a n d  p r o -  
g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  d e f i n e d  t o  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  f r o m  t h e  r e s u l t i n g  p r o o f  
e x p r e s s i o n  o b t a i n e d .  
W e  h a v e  i m p l e m e n t e d  o u r  p r o p o s e d  m e t h o d s  f o r  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  
p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n ,  a n d  a d d e d  t h e m  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  W e  d e m o n -  
s t r a t e  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  o n  a  n u m b e r  o f  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s ,  a n d  p r o g r a m  s p e c -  
i f i c a t i o n s .  
1 . 3  P r o g r a m  T r a n s f o r m a t i o n  
P r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  d e a l s  w i t h  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t e c h n i q u e s  a n d  s t r a t e g i e s  
w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  a n  i n e f f i c i e n t  p r o g r a m  u s i n g  a  s e t  o f  m e a n i n g  p r e s e r v -  
i n g  r u l e s  g u i d e d  b y  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s t r a t e g i e s  t o  o b t a i n  a  m o r e  e f f i c i e n t  e q u i v a l e n t  
p r o g r a m  ( f a s t e r  e x e c u t i o n  a n d  l e s s  s t o r a g e  r e q u i r e m e n t s ) .  
T h e r e  a r e  t w o  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  t o  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n :  t h e  a l g e b r a i c  
a p p r o a c h  a n d  t h e  o p e r a t i o n a l  a p p r o a c h .  T h e  a l g e b r a i c  a p p r o a c h  u s e s  a x i o m s  a n d  
t h e o r e m s  t o  r e w r i t e  e x p r e s s i o n s  t o  o b t a i n  m o r e  e f f i c i e n t  e q u i v a l e n t  e x p r e s s i o n s .  I n  
t h i s  a p p r o a c h ,  a  n e w  t h e o r e m  h a s  t o  b e  i n v e n t e d  t o  p e r f o r m  a  n e w  c l a s s  o f  t r a n s f o r -  
m a t i o n s .  
T h e  o p e r a t i o n a l  a p p r o a c h  t o  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  u s e s  a  s e t  o f  m e a n i n g  p r e -  
s e r v i n g  r u l e s  t o  o b t a i n  a  m o r e  e f f i c i e n t  e q u i v a l e n t  p r o g r a m  b y  g e n e r a t i n g  n e w  r e c u r -  
s i o n  e q u a t i o n s .  A n  e x a m p l e  o f  t h i s  a p p r o a c h  i s  t h e  u n f o l d / s i m p l i f y / f o l d  m e t h o d o l o g y  
o f  B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n  [ 2 4 ] .  U n f o l d i n g  r e p l a c e s  a  f u n c t i o n  c a l l  w i t h  t h e  f u n c t i o n  
b o d y  a n d  f o l d i n g  r e p l a c e s  a n  e x p r e s s i o n  w h i c h  m a t c h e s  t h e  f u n c t i o n  b o d y  w i t h  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  f u n c t i o n  c a l l .  N e w  r e c u r s i v e  e q u a t i o n s  a r e  g e n e r a t e d  b y  s i m p l i f y i n g  
t h e  o l d  o n e s  t h r o u g h  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  s e t  o f  m e a n i n g  p r e s e r v i n g  r u l e s .  
T h e  u s e  o f  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s  i n  f u n c t i o n a l  p r o g r a m m i n g  m a k e s  p r o -  
g r a m s  m o r e  r e a d a b l e ,  b u t  t h i s  m a k e s  p r o g r a m s  i n e f f i c i e n t .  B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n ' s  
t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  [ 2 4 ]  h a s  b e e n  e x t e n d e d  t o  m o r e  p o w e r f u l  a u t o m a t i c  t r a n s -  
f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s  s u c h  a s  d e f o r e s t a t i o n  [ 1 0 4 ,  1 0 5 1 ,  s u p e r c o m p i l a t i o n  [ l o l l  a n d  
d i s t i l l a t i o n  [ 4 5 ,  4 6 1  t o  r e m o v e  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s .  
D i s t i l l a t i o n  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  d e f o r e s t a t i o n  a n d  s u p e r c o m p i l a t i o n ;  s o m e  u s e -  
f u l  t r a n s f o r m a t i o n s  c a n n o t  b e  p e r f o r m e d  b y  t h e s e  t e c h n i q u e s  w h i c h  c a n  b e  p e r f o r m e d  
b y  d i s t i l l a t i o n  [ 4 6 ] .  D i s t i l l a t i o n  c a n  p r o d u c e  s u p e r l i n e a r  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  r u n t i m e  
o f  p r o g r a m s ,  w h e r e a s  o t h e r  t e c h n i q u e s  c a n  p r o d u c e  o n l y  l i n e a r  i m p r o v e m e n t .  I n  d e -  
f o r e s t a t i o n  a n d  s u p e r c o m p i l a t i o n ,  m a t c h i n g  i s  p e r f o r m e d  o n  f l a t  t e r m s ;  f u n c t i o n s  a r e  
c o n s i d e r e d  t o  m a t c h  i f  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  n a m e s .  D i s t i l l a t i o n  a l l o w s  m a t c h i n g  o f  
r e c u r s i v e  t e r m s  w h e r e  d i f f e r e n t  r e c u r s i v e  t e r m s  a r e  c o n s i d e r e d  t o  m a t c h  i f  t h e y  h a v e  
t h e  s a m e  r e c u r s i v e  s t r u c t u r e  e v e n  t h o u g h  t h e y  c o n t a i n  d i f f e r e n t  f u n c t i o n  n a m e s .  
T h e  o p e r a t i o n a l  a p p r o a c h  o f  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  u s i n g  d i s t i l l a t i o n  i s  u s e d  
i n  t h i s  t h e s i s  t o  d e v e l o p  o u r  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  
p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r a m e w o r k .  
1 . 4  I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  
1 . 4 . 1  M a t h e m a t i c a l  I n d u c t i o n  
M a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n  u s e s  i n d u c t i o n  r u l e s  t o  i n f e r  u n i v e r s a l  s t a t e m e n t s  i n c r e m e n -  
t a l l y .  T o  e v a l u a t e  t h e  v a r i o u s  c a p a b i l i t i e s  o f  d i f f e r e n t  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
s y s t e m s ,  t w o  c a t e g o r i e s  o f  p r o b l e m s  a r e  i d e n t i f i e d  [ 5 1 ] :  
a  V - q u a n t i f i e d :  T h e  c a t e g o r y  w h i c h  o n l y  u s e s  t h e  u n i v e r s a l  q u a n t i f i e r  a n d  d o  n o t  
i n c l u d e  a n y  s y n t h e s i s  p r o b l e m s .  
V 3 - q u a n t i f i e d :  T h e  c a t e g o r y  w h i c h  i n c l u d e s  p r o g r a m  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  t h a t  
r e q u i r e  p r o v i n g  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  f o r m u l a s ,  a n d  c o n s t r u c t i o n  o f  e x i s t e n -  
t i a l  w i t n e s s e s .  
D i f f e r e n t  t y p e s  o f  i n d u c t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  d e a l  w i t h  i n d u c t i v e  p r o o f s .  T w o  
a p p r o a c h e s  f o r  c o n s t r u c t i n g  i n d u c t i v e  p r o o f s  a r e  e x p l i c i t  a n d  i m p l i c i t  i n d u c t i o n .  
E x p l i c i t  i n d u c t i o n  t e c h n i q u e s  d e p e n d  o n  a  s e m a n t i c  o r d e r i n g  w h i l e  i m p l i c i t  i n d u c t i o n  
t e c h n i q u e s  r e l y  o n  a  s y n t a c t i c  o r d e r i n g  ( t h e  o n e  w h i c h  s h o w s  t h e  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  
d e f i n i t i o n s ) .  
E x p l i c i t  I n d u c t i o n  
I n  e x p l i c i t  i n d u c t i o n ,  i n d u c t i o n  r u l e s  a r e  e x p l i c i t l y  i n c o r p o r a t e d  i n t o  p r o o f s .  O n e  
s u c h  r u l e  i s  P e a n o  i n d u c t i o n  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s  ( N )  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  [ 1 7 ] :  
P ( O ) ,  
V n  :  n a t .  ( P ( n )  +  P ( S u c c ( n ) ) )  
V n  :  n a t . P ( n )  
( 1 . 1 )  
I n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  a b o v e  i n d u c t i o n  r u l e  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  c o n j e c t u r e  
V n  :  n a t . P ( n )  w h e r e  P  i s  t h e  p r o p e r t y  t o  b e  p r o v e d ,  P ( 0 )  i s  c a l l e d  t h e  b a s e  p r e m i s e ,  
V n  :  n a t . ( P ( n )  +  P ( S u c c ( n ) ) )  i s  t h e  s t e p  p r e m i s e ,  P ( n )  i s  c a l l e d  t h e  i n d u c t i o n  
h y p o t h e s i s ,  P ( S u c c ( n ) )  i s  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  n  i s  t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e ,  a n d  
S u c c ( n )  i s  t h e  i n d u c t i o n  t e r m .  
T h e  o n e - s t e p  i n d u c t i o n  r u l e  f o r  l i s t s  i s  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  
A  t w o - s t e p  i n d u c t i o n  r u l e  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  
P ( 0 )  ,  P ( S u c c ( 0 ) )  ,  V n  :  n a t .  ( P ( n )  +  P ( S u c c ( S u c c ( n ) ) ) )  
V n  :  n a t . P ( n )  
( 1 . 3 )  
T h e  t w o - s t e p  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 3 )  i s  s t r u c t u r a l l y  s i m i l a r  t o  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  
o f  t h e  e v e n  p r e d i c a t e  w h i c h  i s  g i v e n  b e l o w .  
e v e n ( 0 )  t )  t r u e  
e v e n ( S u c c ( 0 ) )  t )  f a l s e  
e v e n ( S u c c ( S u c c ( n ) ) )  + ,  e v e n ( n )  
T h i s  s h o w s  t h e  d u a l i t y  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s  a n d  t h e  f o r m  
o f  i n d u c t i o n  r u l e s .  T h i s  d u a l i t y  r e l a t i o n s h i p  a l l o w s  u s  t o  c o n s t r u c t  n e w  i n d u c t i o n  
r u l e s  a n d  a l s o  t o  s e l e c t  t h e  p r o p e r  i n d u c t i o n  r u l e  t o  p r o v e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  r e c u r -  
s i v e  f u n c t i o n s .  T h e  s u c c e s s  o f  a n  i n d u c t i v e  p r o o f  m a i n l y  d e p e n d s  o n  t h e  s e l e c t i o n  
o f  t h e  i n d u c t i o n  r u l e  a n d  t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e .  M o s t  o f  t h e  i n d u c t i v e  t h e o r e m  
p r o v i n g  t e c h n i q u e s  g e n e r a t e  c u s t o m i s e d  i n d u c t i o n  r u l e s  f r o m  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i -  
t i o n s  a p p e a r i n g  i n  t h e  c o n j e c t u r e  t o  b e  p r o v e d .  T h e  r e c u r s i o n  s c h e m a  c o n t r i b u t e s  
t o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n d u c t i o n  s c h e m a ;  e . g . ,  a  2  s t e p  r e c u r s i o n  s c h e m a  c o n s t r u c t s  
a  2  s t e p  i n d u c t i o n  s c h e m a ,  t h e  s c h e m a  S u c c ( S u c c ( n ) )  o f  t h e  e v e n  p r e d i c a t e  b u i l d s  
t h e  i n d u c t i o n  s c h e m a  P ( S u c c ( S u c c ( n ) ) ) .  T h e  p a t t e r n s  i n  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  t h e  
b a s e  a n d  r e c u r s i v e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n  a r e  u s e d  t o  b u i l d  t h e  r e q u i r e d  i n d u c t i o n  
s c h e m a .  A c c o r d i n g  t o  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  [ 8 ,  9 ,  1 5 ,  1 9 ,  9 7 1  ( § 2 . 3 . 1 ) ,  t h e  v a r i a b l e  i n  
t h e  r e c u r s i v e  a r g u m e n t  p o s i t i o n  o f  a  f u n c t i o n  a p p e a r i n g  i n  a  c o n j e c t u r e  i s  s e l e c t e d  a s  
a  p o t e n t i a l  i n d u c t i o n  v a r i a b l e .  I n d u c t i o n  i s  p e r f o r m e d  o n  t h e  s t r u c t u r a l  f o r m  o f  t h e  
f i n a l l y  s e l e c t e d  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  u s i n g  t h e  i n d u c t i o n  r u l e  s u g g e s t e d  b y  r e c u r s i o n  
a n a l y s i s .  
E x a m p l e  1  
C o n s i d e r  t h e  p r o o f  o f  t h e  a s s o c i a t i v i t y  of a d d i t i o n  t h e o r e m  a b o u t  n a t u r a l  n u m b e r s  
g i v e n  b y  c o n j e c t u r e  ( 1 )  u s i n g  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  +  f u n c t i o n  u s i n g  t h e  
s t a n d a r d  r e w r i t i n g  t e c h n i q u e  [ 1 7 ] .  
' d x  :  n a t . V y  :  n a t . V z  :  n a t . x  +  ( y  +  Z )  =  ( x  +  y )  +  z  
( 1 )  
T h e  f o l l o w i n g  r e w r i t e  r u l e s  ( i )  a n d  ( i i )  d e r i v e d  f r o m  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  o f  +  
f u n c t i o n ,  a n d  ( i i i )  d e r i v e d  f r o m  t h e  r e p l a c e m e n t  r u l e  f o r  S u c c  a r e  u s e d  i n  t h e  p r o o f  
o f  c o n j e c t u r e  ( 1 )  f o r  t h e  f r e e  d a t a  t y p e  n u t  [ 1 7 ] .  
O + Y + Y  ( 9  
S u c c ( x )  +  y  +  S u c c ( x  +  y )  
( i i )  
S u c c ( x )  =  S u c c ( y )  +  x  =  y  
( i i i )  
W e  u s e  t h e  1 - s t e p  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 1 )  f o r  n u t  o n  x .  I n  t h e  b a s e  c a s e ,  t h e  
c o n c l u s i o n  i s  p r o v e d  f o r  x  =  0  b y  t h e  b a s e  c a s e  p r e m i s e  o f  t h e  c o n c l u s i o n  o f  r u l e  
( 1 . 1 ) .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e w r i t e  r u l e  ( i )  t o  t h e  b a s e  c a s e  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  
p r o o f  s t e p .  
t -  
0  +  ( y  +  z )  =  ( 0  +  y )  +  z  
( b y  b a s e  c a s e  p r e m i s e  o f  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 1 ) )  
1  y + z = y + z  ( b y  ( i ) )  
T h i s  c a n  b e  p r o v e d  b y  s y m b o l i c  e v a l u a t i o n .  
I n  t h e  s t e p  c a s e ,  t h e  c o n c l u s i o n  i s  p r o v e d  f o r  x  =  S u c c ( x )  b y  t h e  s t e p  c a s e  
p r e m i s e  o f  t h e  c o n c l u s i o n  o f  r u l e  ( 1 . 1 )  a s s u m i n g  t h e  c o n j e c t u r e  ( 1 )  i s  t r u e  f o r  s o m e  
g e n e r i c  n a t u r a l  n u m b e r  x .  T h u s ,  x  +  ( y  +  z )  =  ( x  +  y )  +  z  i s  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s .  
T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e w r i t e  r u l e s  ( i i )  a n d  ( i i i )  t o  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  r e s u l t s  
i n  t h e  f o l l o w i n g  p r o o f  s t e p s .  
x  +  ( y  +  z )  =  ( x  +  y )  +  z  t -  S u c c ( x )  +  ( y  +  z )  =  ( S u c c ( x )  +  y )  +  z  
( b y  s t e p  c a s e  p r e m i s e  o f  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 1 ) )  
t  S u c c ( x  +  ( y  +  z ) )  =  ( S u c c ( x  +  y ) )  +  z  
( b y  ( i i ) )  
t -  S u c c ( x  +  ( y  +  z ) )  =  S u c c ( ( x  +  y )  +  z )  
( b y  ( i i ) )  
k  x + ( y + z )  =  ( x + y ) + ~  
( b y  ( i i i ) )  
I n  t h i s  s t a t e  o f  t h e  p r o o f ,  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s  f o u n d  
i n  t h e  s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  a n d  t h e  p r o o f  c a n  b e  e a s i l y  c o m p l e t e d .  
S t r o n g  F e r t i l i z a t i o n  
S t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  i s  a  t e c h n i q u e  t h a t  u s e s  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  t o  p r o v e  t h e  
i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n .  I n  t h e  s t e p  c a s e ,  a  c o p y  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s  f o u n d  
e m b e d d e d  i n  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  w h i c h  t h e n  c a n  b e  r e p l a c e d  b y  t h e  v a l u e  t r u e  
( T ) .  L e t  R  b e  t h e  s e t  o f  r e w r i t e  r u l e s ,  I n d  a n d  I H  a r e  t h e  s u g g e s t e d  i n d u c t i o n  r u l e  
a n d  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  r e s p e c t i v e l y .  T h e n ,  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  
i n  t h e  s t e p  c a s e  p r o o f  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  a s  f o l l o w s .  
I n d u c t i o n  H y p o t h e s i s  I -  I n d u c t i o n  C o n c l u s i o n  
t R  E  [ I n d u c t i o n  H y p o t h e s i s ]  
~ I H  E [ T l  
E  i s  t h e  c o n t e x t  w h i c h  m a y  b e  e m p t y  o r  a  s u b t e r m  w h i c h  i s  a  p a r t  o f  t h e  
s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n .  
W e  a p p l y  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  t o  t h e  s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i n  E x a m p l e  
1  t o  p r o v e  i t  t o  b e  t r u e  u s i n g  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  x  +  ( y  +  z )  =  ( x  +  y )  +  z .  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  s t e p  c a s e  p r o o f  s u c c e s s f u l l y ,  w h i c h  d e m o n s t r a t e s  t h a t  c o n j e c t u r e  
( 1 )  i s  a n  i n d u c t i v e  t h e o r e m .  
W e a k  F e r t i l i z a t i o n  
S o m e t i m e s  t h e  p r o o f  a t t e m p t  g e t s  s t u c k  b e f o r e  o b t a i n i n g  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  
i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  b u t  a  
p a r t  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s  f o u n d  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  s i m p l i f i e d  t e r m .  B y  
r e p l a c i n g  t h i s  p a r t  o f  t h e  s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  w i t h  t h e  o p p o s i t e  s i d e  o f  t h e  
i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s ,  a  s i m p l i f i e d  g o a l  c a n  b e  o b t a i n e d  w h i c h  c a n  b e  p r o v e d  e a s i l y  
i n  s o m e  c a s e s .  T h i s  f e r t i l i z a t i o n  t e c h n i q u e  i s  c a l l e d  w e a k  j e r t i l i z a t i o n  [ 1 7 ] .  
T h i s  
t e c h n i q u e  i s  a p p l i c a b l e  o n l y  w h e n  t h e  c o n j e c t u r e  a n d  t h e  h y p o t h e s i s  a r e  e x p r e s s e d  
a s  e q u a t i o n s ,  t h u s  a l l o w i n g  t h e  u s e  o f  t h e  h y p o t h e s i s  a s  a  r e w r i t e  r u l e .  I n  s o m e  
c a s e s ,  n e i t h e r  s t r o n g  n o r  w e a k  f e r t i l i z a t i o n  i s  a p p l i c a b l e .  I n  t h e s e  c a s e s ,  a p p r o p r i a t e  
i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  o r  g e n e r a l i z a t i o n  c a n  h e l p  t o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f .  
I m p l i c i t  I n d u c t i o n  
I n  t h e  i m p l i c i t  i n d u c t i o n  a p p r o a c h ,  t h e  i n d u c t i o n  s c h e m e  i s  n o t  k n o w n  b e f o r e h a n d .  
E x a m p l e s  o f  t h i s  a p p r o a c h  i n c l u d e  t h e  c o v e r  s e t  m e t h o d  [ 1 1 0 ,  1111, t e s t  s e t  m e t h o d  
[ 6 ,  5 1 ,  a n d  r e w r i t i n g  i n d u c t i o n  m e t h o d  [ 8 4 ] .  E a c h  o f  t h e s e  m e t h o d s  p r o v i d e s  a  
s e t  o f  t e r m s  o r  p a i r s ( c o n t e x t , t e r m )  w h i c h  i s  u s e d  t o  r e p l a c e  t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  
d e p e n d i n g  o n  t h e  c o n t e x t .  T h i s  p r o d u c e s  a  s e t  o f  n e w  c o n j e c t u r e s  w h i c h  c a n  b e  
f u r t h e r  s i m p l i f i e d  b y  u s i n g  s m a l l e r  i n s t a n c e s  o f  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e  c a l l e d  t h e  
i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s .  T h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e d  w h e n  a l l  n e w l y  g e n e r a t e d  c o n j e c t u r e s  
a r e  s i m p l i f i e d  i n t o  k n o w n  i n d u c t i v e  t h e o r e m s .  
D e s c e n t e  I n f i n i e  
I n d u c t i o n  i s  a  v e r y  c o m m o n l y  u s e d  t e c h n i q u e  f o r  p r o v i n g  t h e o r e m s ,  b u t  i t  i s  l e s s  
c o m m o n l y  u s e d  i n  t h e  f o r m  o f  d e s c e n t e  i n f i n i e ,  ( r e ) d i s c o v e r e d  b y  P i e r r e  d e  F e r m a t  
( 1 6 0 6 - 1 6 6 5 ) .  I n  t h i s  m e t h o d ,  f o r  a n y  p r o o f  o f  a  c o n j e c t u r e ,  i t  i s  r e q u i r e d  t o  s h o w  
f o r  e a c h  a s s u m e d  c o u n t e r e x a m p l e  o f  t h e  c o n j e c t u r e ,  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n o t h e r  c o u n -  
t e r e x a m p l e  o f  t h e  c o n j e c t u r e  t h a t  i s  s t r i c t l y  s m a l l e r  i n  s o m e  w e l l - f o u n d e d  o r d e r i n g .  
T h e  r e s u l t i n g  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  " s m a l l e r "  c o u n t e r  e x a m p l e s  c o n t r a d i c t s  t h e  w e l l -  
f o u n d e d  o r d e r  r e q u i r e m e n t ,  h e n c e  o r i g i n a l  c o u n t e r e x a m p l e  i s  i n v a l i d .  F i r s t ,  t h e  p r o o f  
i s  s t a r t e d  w i t h  t h e  i n i t i a l  c o n j e c t u r e ,  a n d  i t  i s  s i m p l i f i e d  u s i n g  c a s e  a n a l y s i s .  I n  t h e  
s t e p  c a s e ,  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i s  s i m p l i f i e d ,  a n d ,  e v e r y  t i m e  i t  i s  s e a r c h e d  f o r  
a  c u r r e n t  g o a l  w h i c h  i s  a  s i m i l a r  b u t  a  d i f f e r e n t  i n s t a n c e  o f  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e .  
T h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e  i s  t h e n  a p p l i e d  a s  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  t o  p r o v e  t h e  i n -  
d u c t i o n  c o n c l u s i o n .  F i n a l l y ,  i t  i s  n e e d e d  t o  s h o w  t h e  w e l l - f o u n d e d  o r d e r i n g  i n  w h i c h  
a l l  t h e  i n s t a n c e s  o f  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e  t h a t  h a v e  b e e n  a p p l i e d  a s  t h e  i n d u c t i o n  
h y p o t h e s e s  a r e  s m a l l e r  t h a n  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e .  
F o r  e x a m p l e ,  t o  p r o v e  a  p r o p e r t y  P  t h a t  i s  t r u e  o f  a l l  n a t u r a l  n u m b e r s  N ,  o n e  
m a y  d e m o n s t r a t e  t h a t  i f  P  i s  n o t  t r u e  o f  a n  a r b i t r a r y  n a t u r a l  n u m b e r  n ,  t h e n  i t  
i s  n o t  t r u e  f o r  a  s m a l l e r  n u m b e r  m  <  n ,  w h i c h  c a n  b e  u s e d  t o  i n f e r  a n  i n f i n i t e  
d e c r e a s i n g  s e q u e n c e  o f  n a t u r a l  n u m b e r s .  T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  b y  a n  i n f e r e n c e  r u l e  
o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  [ I  I ] :  
V x  :  n a t . ( l P ( x )  +  ( 3 y  :  n a t . y  <  x  A  l P ( y ) ) )  
Vx :  n u t .  P ( x )  
( 1 . 4 )  
s p e c i f i c  t o  n a t  w h e r e  <  i s  t h e  r e d u c i n g  w e l l - f o u n d e d  o r d e r i n g .  A  f o r m a l  f r a m e w o r k  
h a s  b e e n  p r e s e n t e d  b y  i n t e g r a t i n g  i n d u c t i o n  i n  t h e  f o r m  o f  d e s c e n t e  i n f i n i e  w i t h  
d e d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  s y s t e m  i n  [ 1 0 9 ] .  
1 . 4 . 2  L i m i t a t i o n s  o f  I n d u c t i v e  I n f e r e n c e  
I n d u c t i v e  t h e o r i e s  a r e  ( i )  u s u a l l y  i n c o m p l e t e  [ 4 3 ] ,  i . e . ,  t h e r e  e x i s t s  t r u e  b u t  u n p r o v -  
a b l e  f o r m u l a e  a n d  ( i i )  t h e y  d o  n o t  a d m i t  c u t  e l i m i n a t i o n ,  s o ,  a r b i t r a r y  i n t e r m e d i a t e  
f o r m u l a s  m a y  n e e d  t o  b e  p r o v e d  a n d  t h e n  u s e d  t o  p r o v e  t h e  c u r r e n t  c o n j e c t u r e  [ 6 9 ] .  
T h e s e  t w o  p r o b l e m s  i n t r o d u c e  i n f i n i t e  b r a n c h i n g  i n t o  t h e  s e a r c h  s p a c e .  
T h e  c u t  r u l e  i s  r e q u i r e d  t o  i n t r o d u c e  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  a n d  t o  p e r f o r m  g e n -  
e r a l i z a t i o n s .  G e n t z e n ' s  c u t  r u l e  f o r  s e q u e n t  c a l c u l u s  i s  o f  t h e  f o l l o w i n g  f o r m :  
A , r F a  r t A  
r  k n  
( 1 . 5 )  
T h e  c u t  r u l e  a l l o w s  u s  t o  f i r s t  p r o v e  A  w i t h  t h e  a i d  o f  A ,  a n d  t h e n  e l i m i n a t e  A  
b y  p r o v i n g  i t  f r o m  r  w h e r e  A  i s  t h e  c u t  f o r m u l a .  I n  i n d u c t i v e  p r o o f ,  t h i s  c u t  f o r m u l a  
i s  t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m u l a  o r  l e m m a .  T h e  u s e  o f  c u t  e l i m i n a t i o n  i n  l o g i c a l  s y s t e m s  
m e a n s  t h a t  i f  a  p r o p o s i t i o n  h a s  a  p r o o f  w h i c h  u s e s  s o m e  i n t e r m e d i a t e  p r o p o s i t i o n  
f o r  t h a t  p r o o f ,  t h e n  i t  h a s  a  d i r e c t  p r o o f  w i t h  a  s e r i e s  o f  p r o o f  r e w r i t i n g  w h i c h  d o e s  
n o t  r e q u i r e  a n y  i n t e r m e d i a t e  p r o p o s i t i o n .  T h i s  w a s  s h o w n  t o  b e  t r u e  b y  G e n t z e n  
f o r  f i r s t  o r d e r  t h e o r i e s  [ 3 9 ] ,  b u t  K r e i s e l  h a s  s h o w n  t h a t  i t  i s  n o t  t r u e  f o r  i n d u c t i v e  
t h e o r i e s  [ 6 9 ] .  S e e  [ 1 5 ]  f o r  d e t a i l s .  
A n  u n b o u n d e d  n u m b e r  o f  i n d u c t i o n  r u l e s  a r e  r e q u i r e d  t o  c o n s t r u c t  a n d  a p p l y  
d y n a m i c a l l y ,  w h i c h  c a n n o t  b e  p r e - s t o r e d .  
S o m e  c o m m o n  p r o b l e m s  t h a t  a r i s e  i n  
t h e  s e a r c h  f o r  a n  i n d u c t i v e  p r o o f  a r e  i n d u c t i o n  r u l e  c h o i c e ,  s p e c u l a t i n g  l e m m a s  a n d  
i d e n t i f y i n g  t h e  n e e d  f o r  a n d  p e r f o r m i n g  g e n e r a l i z a t i o n .  
1 . 5  P r o g r a m  S y n t h e s i s  
P r o g r a m  s y n t h e s i s  d e a l s  w i t h  t h e  s y s t e m a t i c  d e v e l o p m e n t  o f  a n  e x e c u t a b l e  p r o g r a m  
f r o m  a n  u n e x e c u t a b l e  s p e c i f i c a t i o n  d e s c r i b i n g  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  p r o g r a m  t o  b e  
c o n s t r u c t e d ,  a n d  v e r i f y i n g  t h a t  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  s a t i s f i e s  t h e  s p e c i f i c a t i o n .  
S y n t h e s i s  m e t h o d s  n e e d  t o  i n c o r p o r a t e  t e c h n i q u e s  w h i c h  u s e  a  c o n s t r u c t i v e  a p p r o a c h  
t o  c o n s t r u c t  t h e  u n k n o w n  p r o g r a m / v a l u e .  T h e  m a i n  t e c h n i q u e s  f o r  p r o g r a m  s y n -  
t h e s i s  a r e :  
1 .  C o n s t r u c t i v e  s y n t h e s i s  
2 .  D e d u c t i v e  s y n t h e s i s  
3 .  M i d d l e - o u t  s y n t h e s i s  
I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  r e c u r s i v e l y  d e f i n e d  p r o g r a m s  b y  p r o v i n g  a  s y n t h e s i s  
c o n j e c t u r e  o f  t h e  f o r m  b ' x  :  r 1  . 3 y  :  r 2 . s p e c ( x ,  y ) ,  w h e r e  x  a n d  y  a r e  t h e  i n p u t  a n d  
o u t p u t  v a r i a b l e s  r e s p e c t i v e l y  a n d  s p e c  i s  t h e  f o r m a l  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  x  a n d  y  
u s u a l l y  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  p r e d i c a t e s ,  r e l a t i o n s ,  a n d  f u n c t i o n s .  
C o n s t r u c t i v e  s y n t h e s i s  o r  p r o o f s - a s - p r o g r a m s  i n  f u n c t i o n a l  p r o g r a m m i n g  i s  b a s e d  
o n  t h e  C u r r y - H o w a r d  i s o m o r p h i s m  [ 5 0 ]  i n  c o n s t r u c t i v e  t y p e  t h e o r y ,  e . g . ,  M a r t i n -  
L o f ' s  c o n s t r u c t i v e  t y p e  t h e o r y  [ 7 7 ] .  T h e  c o n s t r u c t i v e  t y p e  t h e o r i e s  a r e  l o g i c s  f o r  
r e a s o n i n g  a b o u t  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s .  I n  t h e  p r o o f s - a s - p r o g r a m s  c o n c e p t ,  t h e  p r o o f  
i t s e l f  i s  c o n s i d e r e d  a s  t h e  p r o g r a m  t o  b e  e x t r a c t e d .  T h e r e  i s  a  o n e - t o - o n e  r e l a t i o n s h i p  
b e t w e e n  a  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  o f  a n  e x i s t e n c e  t h e o r e m  a n d  a  p r o g r a m  ( a  f u n c t i o n )  
t h a t  c o m p u t e s  w i t n e s s e s  o f  t h e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
F o r  e x a m p l e ,  a  
s y n t h e s i s  s p e c i f i c a t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t h e  f o l l o w i n g  f o r m  i n  c o n s t r u c t i v e  t y p e  
t h e o r y :  
f  ( x )  :  A L L  x  :  n a t . E X  y  :  n a t . ( e v e n ( x ) )  t ,    d o u b l e ( ^ )  =  x )  
T h e  f u n c t i o n  f  ( x )  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p r o o f  o f  t h e  a b o v e  s p e c i f i c a t i o n .  
T h e  c o n s t r u c t e d  f u n c t i o n  s a t i s f i e s  t h e  s p e c i f i c a t i o n .  T h e  f u n c t i o n  f  ( x )  w i l l  c o m p u t e  
a  w i t n e s s  f o r  y  f o r  e v e r y  x .  
D e d u c t i v e  s y n t h e s i s  c a n  d e r i v e  e x e c u t a b l e  p r o g r a m s  f r o m  h i g h  l e v e l  s p e c i f i c a -  
t i o n s  b y  a p p l y i n g  i n f e r e n c e  r u l e s .  T h i s  s y n t h e s i s  t e c h n i q u e  u s u a l l y  e m p l o y s  t h e o r e m  
p r o v i n g  t o  s y n t h e s i s e  c o r r e c t  p r o g r a m s  f r o m  s p e c i f i c a t i o n s .  
T h e  t h i r d  a p p r o a c h  ( m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g )  a l l o w s  u n d e f i n e d  f u n c t i o n s  i n  t h e  
s y n t h e s i s  c o n j e c t u r e  [ 6 8 ] .  I n  o r d e r  t o  e x t r a c t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  u n d e f i n e d  f u n c t i o n  
f r o m  t h e  s y n t h e s i s  p r o o f  o f  t h i s  c o n j e c t u r e ,  d e f i n i t i o n - l i k e  s u b g o a l s  a r e  i d e n t i f i e d  
d u r i n g  t h e  s y n t h e s i s  p r o o f ,  a n d  t h e s e  a r e  c o n v e r t e d  t o  p r o g r a m  d e f i n i t i o n s .  T h e s e  
d e f i n i t i o n s  a r e  t h e n  u s e d  t o  c o m p l e t e  t h e  p r o o f ,  a n d  t o  d e f i n e  t h e  s y n t h e s i s e d  p r o -  
g r a m .  H i g h e r - o r d e r  u n i f i c a t i o n  i s  u s e d  t o  i n s t a n t i a t e  t h e  u n d e f i n e d  f u n c t i o n .  
1 . 6  
P r o g r a m  T r a n s f o r m a t i o n  a n d  I n d u c t i v e  T h e o r e m  
P r o v i n g  
T h e r e  i s  a  c l o s e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a n d  i n d u c t i v e  t h e -  
o r e m  p r o v i n g .  
R e c u r s i o n  a n d  i n d u c t i o n  c a n  b e  r e g a r d e d  a s  d u a l s .  T h e  i n d u c t i o n  i n  p r o o f  c o r r e -  
s p o n d s  t o  t h e  r e c u r s i o n  i n  t h e  p r o g r a m .  T h e  u n f o l d / f o l d  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  
c a n  b e  u s e d  f o r  i n d u c t i v e  p r o o f  t h a t  d o e s  n o t  u s e  a n y  e x p l i c i t  i n d u c t i o n  s c h e m a .  
T h e  s c h e m a  i s  c o n s t r u c t e d  i m p l i c i t l y  b y  u n f o l d i n g  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  
f u n c t i o n s .  T h i s  i d e a  i s  a n a l o g o u s  t o  t h e  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  t e c h n i q u e  e m p l o y e d  i n  
t h e  B o y e r - M o o r e  t h e o r e m  p r o v e r  [ 8 ] .  T h e  g i v e n  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  a r e  u t i l i s e d  t o  
p r o v e  t h e o r e m s  a b o u t  t h e m .  T h e  r e c u r s i o n  p r e s e n t  i n  t h e  d e f i n i t i o n s  c o r r e s p o n d s  
t o  t h e  r e q u i r e d  i n d u c t i o n .  U n f o l d i n g  a c c o m p l i s h e s  t h e  b a s e  c a s e  a n d  t h e  i n d u c t i o n  
s t e p ,  a n d  f o l d i n g  r o u g h l y  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  
[ 2 6 ,  4 5 1 .  
T h e  u n f o l d / f o l d  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  p r o p o s e d  b y  B u r s t a l l  a n d  
D a r l i n g t o n  [ 2 4 ]  u s e s  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o r  c o m m u t a t i v i t y  p r o p e r t i e s  o f  f u n c t i o n s  a s  
l a w s  o n l y  w h e n  t h e y  c a n  m a k e  a  f o l d  p o s s i b l e .  I n  a  d i v e r g e d  i n d u c t i v e  p r o o f  a t t e m p t ,  
t h e  i n f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i v e r g e n c e  p a t t e r n  c a n  b e  u s e d  t o  s u g g e s t  l e m m a s  
w h i c h  a r e  u s e d  a s  r e w r i t e  r u l e s  t o  o v e r c o m e  t h i s  d i v e r g e n c e .  U s u a l l y ,  t h e  s u b t e r m ( s )  
o f  t h e  r e w r i t t e n  c o n c l u s i o n  i s ( a r e )  u s e d  t o  i d e n t i f y  l e m m a s  b a s e d  o n  s o m e  h e u r i s t i c s .  
A f t e r  c o n j e c t u r i n g  t h e  l e m m a s ,  t h e  i n i t i a l  c o n j e c t u r e  c a n  b e  p r o v e d  b y  a p p l y i n g  t h e  
c o m p u t i n g  t h e  t a s k  s p e c i f i e d  b y  t h a t  p r o p o s i t i o n .  B y  c o n t r o l l i n g  t h e  p r o o f s ,  w e  c a n  
i m p r o v e  t h e  e f f i c i e n c y  o f  p r o g r a m s  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  p r o o f  o f  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s .  
" P r o o f s  a n d  p r o g r a m s  a r e  t h e  s a m e  t h i n g ,  a n d  s i m p l i f y i n g  a  p r o o f  c o r r e s p o n d s  t o  
e x e c u t i n g  a  p r o g r a m "  [ 1 0 6 ] .  
1 . 7  T h e s i s  C o n t r i b u t i o n s  
T h i s  t h e s i s  m a i n l y  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  f i e l d s  o f  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  
t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n .  T h e  p r i m a r y  o b j e c t i v e  o f  t h i s  t h e s i s  i s  
t o  s h o w  h o w  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  b e  u s e d  i n  a  n o v e l  w a y  i n  a n  
i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r .  T h i s  t h e s i s  u n d e r t a k e s  t h e  t h e o r e t i c a l  s t u d y  a s  w e l l  a s  t h e  
p r a c t i c a l  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  i n t e n d e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  t o  d e a l  w i t h  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n  u s i n g  t h e  d i s t i l l a t i o n  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m .  
W e  d e f i n e  a  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  w i t h  q u a n t i f i e r s  t o  e x p r e s s  i n p u t  
c o n j e c t u r e s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  W e  e x p l o r e  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s -  
f o r m a t i o n  a l g o r i t h m ,  a n d  a p p l y  t h i s  a l g o r i t h m  t o  s o m e  e x a m p l e  p r o g r a m s .  W e  s h o w  
t h a t  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  t e r m i n a t e s  o n  a l l  i n p u t  p r o g r a m s ,  a n d  t h a t  i t  i s  c o r -  
r e c t .  
W e  p r e s e n t  f u l l y  a u t o m a t i c ,  a n d  e f f i c i e n t ,  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s .  
W e  d e f i n e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  t o  d e a l  w i t h  
q u a n t i f i e r s  a t  t h e  m e t a - l e v e l ,  a n d  d e f i n e  p r o o f  r u l e s  f o r  p r o o f  e x p r e s s i o n s .  W e  s h o w  
h o w  t h e  d i s t i l l e d  f o r m  o f  t h e  p r o g r a m  a s s o c i a t e d  w i t h  a n  i n p u t  c o n j e c t u r e  c a n  b e  
c o n v e r t e d  t o  p r o o f  e x p r e s s i o n s ,  a n d  s h o w  h o w  t h e  p r o o f  r u l e s  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v e  
t h e m .  O n e  b i g  a d v a n t a g e  o f  t h e s e  p r o o f  t e c h n i q u e s  i s  t h a t  n o  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  
a r e  r e q u i r e d ,  w h i c h  h e l p s  t o  a v o i d  i n f i n i t e  b r a n c h  p o i n t s  i n  t h e  s e a r c h  s p a c e .  T h e  
e x i s t e n t i a l  p r o o f  r u l e s  p e r f o r m  a  p u r e  e x i s t e n c e  p r o o f  o f  t h e  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  
w i t h o u t  r e q u i r i n g  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a n y  w i t n e s s  t o  o b t a i n  t h e  t r u t h  v a l u e  o f  t h e  
c o n j e c t u r e .  T h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w i t h i n  o u r  p r o o f  t e c h n i q u e s  
h a s  r e d u c e d  o v e r - g e n e r a l i z a t i o n  a n d  g e n e r a t i o n  o f  n o n - t h e o r e m s ,  a n d  a l l o w s  u s  t o  
p r o v e  m o r e  t h e o r e m s  t h a n  T u r c h i n ' s  t h e o r e m  p r o v e r .  W e  s h o w  t h e  s o u n d n e s s  o f  o u r  
p r o o f  t e c h n i q u e s  w i t h  r e s p e c t  t o  a  l o g i c a l  p r o o f  s y s t e m  u s i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s .  
W e  p r e s e n t  a  n o v e l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  t o  c o n s t r u c t  e x e c u t a b l e  p r o -  
g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  d e r i v e d  f r o m  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s .  A s  f a r  w e  k n o w ,  
t h i s  i s  t h e  f i r s t  t i m e  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  i s  u s e d  i n  a  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  m e t h o d .  W e  d e f i n e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  t o  h a n d l e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  a t  t h e  
m e t a - l e v e l ,  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  f o r  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  d i s -  
t i l l a t i o n  o f  t h e  p r o g r a m  a s s o c i a t e d  w i t h  a n  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  W e  s h o w  t h a t  t h e  
c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  i s  c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  W e  g i v e  a  
p r o o f  o f  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d .  W e  a l s o  a r g u e  t h a t  a s  
p r o g r a m s  a r e  c o n s t r u c t e d  u s i n g  d i s t i l l a t i o n ,  t h e y  a r e  l i k e l y  t o  b e  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  
p r o g r a m s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  o t h e r  t e c h n i q u e s .  
W e  h a v e  i m p l e m e n t e d  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m ,  t h e  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  a n d  a d d e d  t h e m  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  
T h e  u s e  o f  d i s t i l l a t i o n  w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  P o i t i n  h a s  e a s e d  t h e  a u t o m a t i o n  o f  
t h e  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  t o  m a k e  P o i t i n  a  f u l l y  a u t o m a t i c  
a n d  e f f i c i e n t  t h e o r e m  p r o v e r .  W e  h a v e  p r e s e n t e d  s o m e  r e s u l t s  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  
t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r  t o  i n d u c t i v e  t h e o r e m s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  
m a i n  o u t c o m e  i s  t h a t  t h e  p r o o f  t e c h n i q u e s  o f  P o i t i n  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  
c o n j e c t u r e s  f u l l y  a u t o m a t i c a l l y  w i t h o u t  t h e  n e e d  f o r  c o n j e c t u r i n g  a n y  i n t e r m e d i a t e  
l e m m a s .  O u r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  c a n  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  t o t a l l y  
c o r r e c t  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  
F i n a l l y ,  w e  g i v e  s o m e  s u g g e s t i o n s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .  
1 . 8  A n  O v e r v i e w  o f  P o i t i n  
A  d i a g r a m m a t i c  o v e r v i e w  o f  t h e  p r o c e s s e s  r e a l i z e d  i n  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n  i s  
s h o w n  i n  F i g s  1 . 1  a n d  1 . 2 .  
(  I n p u t  c o n j e c t u r e  I  
(  D i s t i l l a t i o n  
P r o o f  r u l e s  
J P r a o f J  
F i g u r e  1 . 1 :  T h e o r e m  p r o v i n g  i n  P o i t i n  
F o r  u n i v e r s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s ,  d i s t i l l a t i o n  i s  a p p l i e d  
t o  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e  t o  o b t a i n  a  d i s t i l l e d  f o r m  a s  s h o w n  i n  F i g .  
1 . 1 .  A  p r o o f  
e x p r e s s i o n  i s  o b t a i n e d  b y  p r e - p r o c e s s i n g  t h i s  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n .  T h e  p r o o f  r u l e s  
f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n s  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h i s  p r o o f  e x p r e s s i o n  
t o  o b t a i n  t h e  t r u t h  v a l u e  o f  t h e  c o n j e c t u r e .  
V e r i f i c a t i o n  
D i s t i l l a t i o n  
P r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  
C o n s t r u c t e d  p r o g r a m  I  
F i g u r e  1 . 2 :  P r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  i n  P o i t i n  
F o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n ,  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  i s  v e r i f i e d  t o  c h e c k  w h e t h e r  i t  i s  
s a t i s f i a b l e  o r  n o t  a s  s h o w n  i n  F i g .  1 . 2 .  I f  t h e  s p e c i f i c a t i o n  i s  s a t i s f i a b l e ,  d i s t i l l a t i o n  i s  
a p p l i e d  t o  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  t o  o b t a i n  a  d i s t i l l e d  f o r m .  A  p r o o f  e x p r e s s i o n  i s  o b -  
t a i n e d  b y  p r e - p r o c e s s i n g  t h i s  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n .  F i n a l l y ,  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
r u l e s  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  t o  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m .  
1 . 9  S t r u c t u r e  o f  T h e s i s  
T h e  r e s t  o f  t h i s  t h e s i s  i s  s t r u c t u r e d  a s  f o l l o w s :  
C h a p t e r  2 :  W e  s u r v e y  t h e  r e s e a r c h  c a r r i e d  o u t  i n  t h e  f i e l d s  o f  i n d u c t i v e  
t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  s y n t h e s i s .  A l s o ,  w e  g i v e  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  
m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  u s i n g  s u p e r c o m -  
p i l a t i o n .  
C h a p t e r  3 :  W e  g i v e  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  n o v e l  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h -  
n i q u e  d i s t i l l a t i o n .  W e  e x p l o r e  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  a n d  i t s  
t e r m i n a t i o n  p r o o f .  W e  s h o w  h o w  d i s t i l l a t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  m o r e  
c o m p l e x  i n p u t  p r o g r a m s  w h i c h  c a n n o t  b e  t r a n s f o r m e d  u s i n g  s u p e r c o m p i l a t i o n .  
a  C h a p t e r  4 :  W e  p r e s e n t  p r o o f  t e c h n i q u e s  t o  p r o v e  u n i v e r s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  
q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s  u s i n g  t h e  n o r m a l i z e d  p r o g r a m  o b t a i n e d  w i t h  t h e  d i s t i l -  
l a t i o n  a l g o r i t h m  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 .  W e  a l s o  g i v e  a  p r o o f  o f  t h e  s o u n d n e s s  
o f  t h e s e  r u l e s .  
C h a p t e r  5 :  W e  p r e s e n t  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  
o f  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  u s i n g  t h e  n o r m a l i z e d  p r o g r a m  o b t a i n e d  
w i t h  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  3 .  W e  t h e n  s h o w  t h e  
c o r r e c t n e s s  o f  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e i r  s p e c i f i c a t i o n .  
a  C h a p t e r  6 :  W e  g i v e  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  p r o t o t y p e  v e r s i o n  o f  P o i t i n  w h i c h  w e  
h a v e  i m p l e m e n t e d  u s i n g  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m ,  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  a s  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s ,  a n d  g i v e  s o m e  r e -  
s u l t s  o f  a p p l y i n g  t h i s  t o o l .  
a  C h a p t e r  7 :  W e  c o n c l u d e  o u r  t h e s i s ,  a n d  g i v e  a  s u m m a r y  o f  t h e  w o r k  p r e s e n t e d .  
F i n a l l y ,  w e  g i v e  s u g g e s t i o n s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  w h i c h  c a n  b e  c a r r i e d  o u t  b a s e d  
o n  t h e  w o r k  d o n e  s o  f a r .  
C h a p t e r  2  
B a c k g r o u n d  
2 . 1  I n t r o d u c t i o n  
T h i s  c h a p t e r  g i v e s  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  r e s e a r c h  c a r r i e d  o u t  i n  t h e  f i e l d s  o f  a u t o m a t i c  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n ,  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  u s i n g  e x p l i c i t  i n d u c t i o n ,  p r o -  
g r a m  s y n t h e s i s  t e c h n i q u e s ,  a n d  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
u s i n g  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n .  
W e  a l s o  d i s c u s s  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  i n -  
d u c t i v e  i n f e r e n c e ,  a n d  e x i s t i n g  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
t e c h n i q u e s .  
2 . 2  P r o g r a m  T r a n s f o r m a t i o n  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  g i v e  a  b r i e f  o v e r v i e w  o f  B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n ' s  p r o g r a m  t r a n s -  
f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  a n d  p a r t i a l  e v a l u a t i o n .  W e  a l s o  p r e s e n t  t h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  b a s e d  o n  t h e  p r e s e n t a t i o n  i n  [ 4 6 ]  a n d  [ 9 5 ] .  
2 . 2 . 1  L a n g u a g e  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  d e s c r i b e  t h e  s y n t a x  a n d  s e m a n t i c s  o f  t h e  l a n g u a g e  w h i c h  w i l l  
b e  u s e d  t h r o u g h o u t  t h i s  t h e s i s .  T h e  l a n g u a g e  i s  a  s i m p l e  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  
l a n g u a g e  a s  d e s c r i b e d  i n  F i g .  2 . 1 .  
T h e  s y n t a x  o f  t h e  l a n g u a g e  c o v e r s  a l l  p o s s i b l e  f o r m s  o f  e x p r e s s i o n  o f  a  h i g h e r  
o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  u s i n g  v a r i a b l e s ,  a p p l i c a t i o n ,  a n d  a b s t r a c t i o n .  A  p r o g r a m  
i n  t h e  l a n g u a g e  i s  d e f i n e d  b y  a n  e x p r e s s i o n  t o  b e  e v a l u a t e d  a n d  a  s e t  o f  d e f i n i t i o n s  
o f  t h e  f u n c t i o n s  e x p l o i t e d  i n  t h e  e x p r e s s i o n .  A l l  o f  t h e  u s e r  d e f i n e d  f u n c t i o n s  m u s t  
h a v e  u n i q u e  n a m e s ,  a n d  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  i n  t h e  f u n c t i o n  b o d y  m u s t  b e  b o u n d  t o  
p r o g  : : =  
e  : : =  
1  
I  
D  
I  
I  
I  
I  
p  : : =  
e o  w h e r e  f i  =  e l  ;  
.  .  .  ;  f ,  =  e n ;  
v  
c  e l  . . .  e n  
A v . e  
f  
e o  e l  
c a s e  e o  o f p l  :  
e l  I  . . .  I  p k  :  ek 
l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  
v ,  =  e ,  i n  e o  
l e t r e c  f  =  e o  i n  e l  
p r o g r a m  
v a r i a b l e  
c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  
l a m b d a  a b s t r a c t i o n  
f u n c t i o n  v a r i a b l e  
a p p l i c a t i o n  
c a s e  e x p r e s s i o n  
l e t  e x p r e s s i o n  
l e t r e c  e x p r e s s i o n  
p a t t e r n  
F i g u r e  2 . 1  :  H i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  
t h e  f o r m a l  a r g u m e n t s  o f  t h e  f u n c t i o n .  R e c u r s i o n  i s  i n t r o d u c e d  a t  t h e  t o p  l e v e l  u s i n g  
t h e  w h e r e  c o n s t r u c t .  T h e  l e t r e c  e x p r e s s i o n  i s  u s e d  i n  t h e  l a n g u a g e  t o  a l l o w  l o c a l  
f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  w h i c h  m a y  c o n t a i n  n o n - l o c a l  v a r i a b l e s .  
T h e  l a n g u a g e  u s e s  c o n s t r u c t s  t o  b u i l d  a n d  f a c i l i t a t e  o p e r a t i o n s  o n  a l g e b r a i c  d a t a  
s t r u c t u r e s .  A n  a l g e b r a i c  d a t a  t y p e  i s  c o n s t r u c t e d  b y  c o m b i n i n g  o t h e r  d a t a  t y p e s  
w i t h  t h e  h e l p  o f  c o n s t r u c t o r s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  L i s t  t y p e  i s  a  c o m m o n  e x a m p l e  o f  
a l g e b r a i c  d a t a  t y p e  w i t h  t w o  c o n s t r u c t o r s :  N i l  f o r  e m p t y  l i s t  ([I) w i t h  n o  a r g u m e n t ,  
a n d  C o n s  ( : : )  w i t h  t w o  a r g u m e n t s  f o r  a  n o n - e m p t y  l i s t .  
L i s t  T  =  N i l  I  C o n s  T  ( L i s t  7 )  
C o n s  c o n s t r u c t s  a  n o n - e m p t y  l i s t  b y  c o m b i n i n g  t h e  h e a d  e l e m e n t  o f  t y p e  T  w i t h  
t h e  t a i l  o f  t h e  l i s t .  
E a c h  c o n s t r u c t o r  h a s  a  f i x e d  a r i t y :  N i l  a n d  Z e r o  b o t h  h a v e  a r i t y  0 ,  C o n s  h a s  
a r i t y  2 ,  S u c c  h a s  a r i t y  1 .  E a c h  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  m u s t  b e  s a t u r a t e d  i n  o r d e r  
t o  c o n s t r u c t  a  d a t a  s t r u c t u r e .  T h e  t r u t h  v a l u e s  
T r u e  a n d  F a l s e  a r e  d e f i n e d  a s  
c o n s t r u c t o r s .  
D a t a  s t r u c t u r e s  a r e  d e c o m p o s e d  a n d  o p e r a t e d  o n  i n  t h e  s e l e c t o r  o f  a  c a s e  e x -  
p r e s s i o n  b y  p a t t e r n  m a t c h i n g .  W i t h i n  c a s e  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m :  
c a s e  e o  o f  p l  :  e l  I  .  .  .  I  p k  :  ek 
e o  i s  c a l l e d  t h e  s e l e c t o r ,  e l  .  .  .  ek a r e  c a l l e d  t h e  b r a n c h e s ,  a n d  p l  .  .  .  p k  a r e  t h e  p a t t e r n s .  
T h e  p a t t e r n  v a r i a b l e s  o f  a  c a s e  e x p r e s s i o n  a n d  A - a b s t r a c t i o n  a r g u m e n t  v a r i a b l e s  a r e  
l o c a l l y  b o u n d .  V a r i a b l e s  w i t h  t h e  s a m e  n a m e  i n  a n  o u t e r  s c o p e  w i l l  n o  l o n g e r  b e  i n  
s c o p e  i n s i d e  t h i s  b i n d i n g .  W i t h i n  a  c a s e  e x p r e s s i o n ,  p a t t e r n s  a r e  d i s t i n c t  a n d  m u t u -  
a l l y  e x c l u s i v e .  T h e  s e l e c t o r  e x p r e s s i o n  e o  i s  e v a l u a t e d  t o  h e a d  n o r m a l  f o r m  t o  m a t c h  
w i t h  a n y  o f  t h e  p a t t e r n s  a p p e a r i n g  i n  t h e  a l t e r n a t i v e  b r a n c h e s  b e f o r e  s e l e c t i n g  a n y  
o f  t h e  b r a n c h  e x p r e s s i o n s  b y  p a t t e r n  m a t c h i n g .  
T h e  c o n d i t i o n a l  i f  e o  t h e n  e l  e l s e  e 2  i s  r e p r e s e n t e d  u s i n g  a  c a s e  e x p r e s s i o n  o f  
t h e  f o r m  c a s e  e o  o f  T r u e  :  e l  1  F a l s e  :  e 2 .  
T h e  c a s e  e x p r e s s i o n  c a n  a l s o  b e  u s e d  f o r  d e c o m p o s i n g  c o m p o u n d  d a t a  s t r u c t u r e s .  
F o r  e x a m p l e ,  a  c a s e  e x p r e s s i o n  t h a t  d e c o m p o s e s  a  l i s t  d a t a  s t r u c t u r e  i s  o f  t h e  f o r m :  
c a s e  e o  o f  N i l  :  e l  I  C o n s  x  x s  :  e a .  
T h e  l a n g u a g e  i s  t y p e d  u s i n g  t h e  H i n d l e y - M i l n e r  p o l y m o r p h i c  t y p i n g  s y s t e m  [ 4 9 ,  
7 9 ,  3 4 1 ,  w h i c h  p r e v e n t s  t h e  f o r m i n g  o f  a n y  t y p e  i n c o r r e c t  e x p r e s s i o n s .  W e  a s s u m e  
p r o g r a m s  i n  t h e  l a n g u a g e  a r e  w e l l - t y p e d ,  a n d  t h e  r e c u r s i v e  d a t a  t y p e s  a r e  d e f i n e d  a s  
a l g e b r a i c  t y p e s .  T h e  o p e r a t i o n a l  s e m a n t i c s  o f  t h e  l a n g u a g e  i s  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n .  
A n  e x a m p l e  o f  a  p r o g r a m  i n  t h e  l a n g u a g e  i s  g i v e n  b e l o w ,  w h i c h  r e v e r s e s  t h e  l i s t  
x s .  T h e  p r o g r a m  c o n s i s t s  o f  t h e  e x p r e s s i o n  r e v a  x s  N i l  a n d  u s e s  t h e  a c c u m u l a t i v e  
r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  r e v e r s e  f u n c t i o n .  
r e v a  x s  N i l  
w h e r e  
r e v a  =  X x s . X y s .  c a s e  x s  o f  
Nil :  y s  
I  C o n s  x  x s '  :  r e v a  x s '  ( C o n s  x  y s )  
F i g u r e  2 . 2 :  E x a m p l e  o f  a  p r o g r a m  
2 . 2 . 2  U n f o l d / F o l d  M e t h o d o l o g y  ( B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n )  
B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n ' s  u n f o l d / f o l d  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  [ 2 4 ]  i s  a  
s e m i a u t o m a t i c  t r a n s f o r m a t i o n  s y s t e m ,  w h i c h  r e q u i r e s  u s e r  g u i d a n c e  f o r  s u p p l y i n g  
e u r e k a  s t e p s  i n  t r a n s f o r m i n g  p r o g r a m s .  I n  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  s y s t e m ,  t h e  f o l l o w i n g  
s i x  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  a r e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  a n  i n p u t  p r o g r a m  d e f i n e d  u s i n g  f i r s t  
o r d e r  r e c u r s i o n  e q u a t i o n s .  
1 .  D e f i n i t i o n .  T h i s  r u l e  i n t r o d u c e s  n e w  d e f i n i t i o n s  e n s u r i n g  t h a t  t h e  l e f t  h a n d  
s i d e  o f  e a c h  n e w  d e f i n i t i o n  i s  n o t  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  o f  a n  e x i s t i n g  
d e f i n i t i o n .  
2 .  I n s t a n t i a t i o n .  I n t r o d u c e  a  s u b s t i t u t i o n  i n s t a n c e  o f  a n  e x i s t i n g  d e f i n i t i o n .  
3 .  U n f o l d i n g .  F o r  a n y  t w o  d e f i n i t i o n s  f  v l  .  .  .  v ,  =  e  a n d  f '  v i  .  .  .  v k  =  e l ,  i f  e '  
c o n t a i n s  a n  o c c u r r e n c e  o f  f  v l  .  .  .  v , ,  t h e n  t h i s  o c c u r r e n c e  i s  r e p l a c e d  b y  e  i n  
f  '  v i  .  .  .  v ;  =  e '  [ e l f  v l  .  .  .  v , ]  p r o d u c i n g  a  n e w  d e f i n i t i o n .  
4 .  F o l d i n g .  F o r  a n y  t w o  d e f i n i t i o n s  f  v l  .  .  .  v ,  =  e  a n d  f '  v i . .  .  v ;  =  e l ,  i f  e' 
c o n t a i n s  a n  o c c u r r e n c e  o f  a n  i n s t a n c e  o f  e ,  t h e n  t h i s  o c c u r r e n c e  i s  r e p l a c e d  
b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n s t a n c e  o f  f  v l  .  .  .  v ,  i n  f '  v i  .  .  .  v ;  =  e '  [ f  v l  .  .  .  v , l e ]  
p r o d u c i n g  a  n e w  d e f i n i t i o n .  
5 .  A b s t r a c t i o n .  A  w h e r e  c l a u s e  m a y  b e  i n t r o d u c e d  t o  c r e a t e  a  n e w  d e f i n i t i o n  
f r o m  a n  e x i s t i n g  d e f i n i t i o n  f  v l  .  .  .  v ,  =  e  b y  r e p l a c i n g  s u b - e x p r e s s i o n s  w i t h  
v a r i a b l e s  e n s u r i n g  t h a t  t h e  n e w  v a r i a b l e s  d o  n o t  e x i s t  i n  t h e  s o u r c e  d e f i n i t i o n :  
f  v 1  .  .  .  v ,  =  e [ x l / e l , .  .  .  ,  x , / e , ]  w h e r e  ( X I , .   .  , x n )  =  ( e l , .  .  
,  e n ) .  
6 .  L a w s .  T h e  a s s o c i a t i v i t y  o r  c o m m u t a t i v i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  p r i m i t i v e s  a r e  u s e d  
t o  r e w r i t e  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  a  d e f i n i t i o n  t o  o b t a i n  a  n e w  d e f i n i t i o n .  
T h e s e  r u l e s  e n s u r e  t h e  p a r t i a l  c o r r e c t n e s s  [ 6 5 ,  8 8 ,  9 0 1  o f  t h e  d e r i v e d  p r o g r a m .  
T o t a l  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  d e r i v e d  p r o g r a m  i s  a c h i e v e d  b y  a p p l y i n g  t r a n s f o r m a t i o n  
s t r a t e g i e s .  I n s t a n t i a t i o n  a n d  u n f o l d i n g  d o  n o t  a l t e r  e f f i c i e n c y  i n  t h e  t r a n s f o r m e d  
p r o g r a m .  F o l d i n g  a t  l e a s t  p r e s e r v e s  e f f i c i e n c y  w h e n  t h e  a r g u m e n t  u s e d  i n  s u b s t i t u -  
t i o n  i s  l o w e r  i n  s o m e  w e l l - f o u n d e d  o r d e r i n g  t h a n  t h a t  u s e d  i n  t h e  i n p u t  e q u a t i o n  b e i n g  
t r a n s f o r m e d .  I m p r o v e m e n t s  i s  i n t r o d u c e d  b y  r e w r i t i n g  l e m m a s  a n d  u s i n g  a b s t r a c -  
t i o n .  B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n  h a v e  d e v i s e d  a  s i m p l e  s t r a t e g y  w h i c h  l e a d s  t o  p o w e r f u l  
t r a n s f o r m a t i o n s  a p p l i c a b l e  t o  m a n y  e x a m p l e  p r o g r a m s .  T h i s  s t r a t e g y  i n c l u d e s  t h e  
s t e p s  w h i c h  a r e  d e s c r i b e d  b y  m a k i n g  a n y  n e c e s s a r y  d e f i n i t i o n s ,  i n s t a n t i a t i n g ,  f o r  
e a c h  i n s t a n t i a t i o n  u n f o l d i n g  r e p e a t e d l y ,  t r y i n g  t o  a p p l y  l a w s  a n d  a b s t r a c t i o n ,  t h e n  
f o l d i n g  r e p e a t e d l y .  
C o n s i d e r  t h e  u n f o l d l f o l d  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  t e r m  r e v e r s e  x s  u s i n g  t h e  r e c u r -  
s i v e  d e f i n i t i o n s  o f  r e v e r s e  a n d  a p p e n d  a s  g i v e n  b e l o w  1 2 4 1 .  
1 .  r e v e r s e  [ ]  =  [I g i v e n  
2 , r e v e r s e ( x : : x s ' )  =  a p p e n d ( r e v e r s e x s ' ) ( x : : [ ] )  g i v e n  
3 .  a p p e n d  [I y s  -  Y S  g i v e n  
4 .  a p p e n d  ( x  : :  x s ' )  y s  =  x  : :  ( a p p e n d  x s '  y s )  g i v e n  
T h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  a p p e n d  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n :  
a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s  =  a p p e n d  x s  ( a p p e n d  y s  z s )  
A  n e w  f u n c t i o n  f  i s  d e f i n e d  b y  g e n e r a l i z i n g  ( x  : :  1 )  t o  y s .  
5 .  f  x s  y s  =  a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s  d e f i n i t i o n  ( e u r e k a )  
6 .  f  n  Ys =  y s  i n s t a n t i a t e  a n d  u n f o l d  
7 ,  f  ( x  : :  x s ' )  y s  
=  
a p p e n d  ( a p p e n d  ( r e v e r s e  x s ' )  ( x  : :  1 ) )  y s  
i n s t a n t i a t e  a n d  u n f o l d  
=  
f  x s '  ( a p p e n d  ( x  : :  1 )  y s )  a s s o c i a t i v i t y  a n d  f o l d  
8 .  r e v e r s e  ( x  : :  x s ' )  =  f  x s '  ( x  : :  0 )  f o l d  2  w i t h  5  
T h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a b o v e  t r a n s f o r m a t i o n  s t e p s .  
r e v e r s e  1  =  [ I  
r e v e r s e  ( x  : :  x s ' )  =  f  z s '  ( x  : :  1 )  
f  U  Y S  =  y s  
f  ( X  : :  X S ' )  y s  
=  
f  x s '  ( a p p e n d  ( x  : :  1 )  y s )  
B y  u s i n g  a  R e d e f i n i t i o n  r u l e ,  w e  c a n  o b t a i n  a  m o r e  s u c c i n c t  p r o g r a m  
r e v e r s e  x s  =  f  x s  1 .  
I n  t h e i r  p r o g r a m  i m p r o v e m e n t  s y s t e m  [ 2 4 ] ,  u s e r s  w e r e  r e q u i r e d  t o  s u p p l y  t h e  
n e w  e q u a t i o n s  o f  a n y  d e f i n i t i o n s ,  u s e f u l  l e m m a s  t o  u s e  a s  r e w r i t e  r u l e s ,  i n f o r m a t i o n  
a b o u t  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o r  c o m m u t a t i v i t y  o f  f u n c t i o n s ,  a n d  t h e  p r o p e r l y  i n s t a n t i a t e d  
d e f i n i t i o n s .  
2 . 2 . 3  P a r t i a l  E v a l u a t i o n  
P a r t i a l  e v a l u a t i o n  [ 5 6 ,  5 5 1  i s  a  p r o g r a m  o p t i m i z a t i o n  t e c h n i q u e  w h i c h  t r a n s f o r m s  a  
g i v e n  p r o g r a m  d i s t i n g u i s h i n g  b e t w e e n  s t a t i c  a n d  d y n a m i c  d a t a .  I t  d e r i v e s  a  r e s i d u a l  
p r o g r a m  b a s e d  o n  t h e  s t a t i c  i n p u t  d a t a ,  a n d  w h e n  t h e  r e s t  o f  t h e  i n p u t ,  c a l l e d  
d y n a m i c  d a t a  i s  p r o v i d e d ,  t h i s  r e s i d u a l  p r o g r a m  c a l c u l a t e s  t h e  w h o l e  o u t p u t  a s  
w o u l d  t h e  o r i g i n a l  p r o g r a m .  
F o r  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  a  s o u r c e  p r o g r a m  p  w h i c h  n e e d s  t w o  i n p u t s  i n 1  ( s t a t i c )  
a n d  i n 2  ( d y n a m i c )  f o r  i t s  e v a l u a t i o n .  I f  t h e  i n p u t  d a t a  i n 1  i s  s u p p l i e d ,  t h e  p a r t i a l  
e v a l u a t o r  w i l l  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m   p i , ^ .  W h e n  t h e  r e s t  o f  t h e  i n p u t  i n 2  i s  s u p p l i e d ,  i t  
w i l l  p r o d u c e  t h e  s a m e  r e s u l t  t h a t  w o u l d  h a v e  b e e n  p r o d u c e d  i f  i n l ,  i n 2  w e r e  s u p p l i e d  
t o g e t h e r  [ 5 5 ] .  T h u s ,  b ]  [ i n l ,  i n 2 1  
=  b i n l ]  i n 2 .  A  p a r t i a l  e v a l u a t o r  i s  a  p r o g r a m  
s p e c i a l i z e r ,  w h e r e  t h e  s p e c i a l i z a t i o n  i s  d o n e  b y  p e r f o r m i n g  t h o s e  c a l c u l a t i o n s  t h a t  
d e p e n d  o n  s t a t i c  d a t a ,  a n d  g e n e r a t i n g  c o d e  f o r  t h o s e  c a l c u l a t i o n s  t h a t  d e p e n d  o n  
d y n a m i c  d a t a .  
U s i n g  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a p p e n d  ( 5 2 . 2 . 2 ) ,  t h e  p a r t i a l  e v a l u a t i o n  o f  t h e  t e r m  
a p p e n d  ( a p p e n d  1  x s )  y s  r e s u l t s  i n  t h e  t e r m  a p p e n d  x s  y s  w h e r e  1  i s  t h e  s t a t i c  
i n p u t .  T h e  p a r t i a l  e v a l u a t i o n  o f  a p p e n d  ( x  : :  x s )  y s  r e s u l t s  i n  x  : :  ( a p p e n d  x s  y s )  
w h e r e  t h e  p a r t i a l l y  s t a t i c  i n p u t  x  : :  x s  c o n s i s t s  o f  t h e  d y n a m i c  i n p u t  x  a n d  x s .  
2 . 2 . 4  S u p e r c o m p i l a t i o n  
T u r c h i n ' s  s u p e r c o m p i l e r  [ 1 0 1 ,  1 0 3 1  i s  a  s e m a n t i c s - b a s e d  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  
t e c h n i q u e  d e f i n e d  f o r  t h e  R e f a l  l a n g u a g e .  T h e  s u p e r c o m p i l e r  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  
p a r t i a l  e v a l u a t i o n  a n d  d e f o r e s t a t i o n ,  a n d  i t  c a n  l e a d  t o  a  v e r y  d e e p  s t r u c t u r a l  t r a n s -  
f o r m a t i o n  o f  a n  i n p u t  p r o g r a m .  I t  s u p e r v i s e s  t h e  o p e r a t i o n  o f  t h e  w h o l e  i n p u t  p r o -  
g r a m ,  c o m p i l e s  i t ,  a n d  p r o d u c e s  a  f a s t e r  p r o g r a m  w i t h  t h e  s a m e  s e m a n t i c  v a l u e .  T h e  
s u p e r c o m p i l e r  u s e s  a  s e t  o f  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  w h i c h  p r e s e r v e  t h e  f u n c t i o n a l  m e a n -  
i n g  o f  t h e  p r o g r a m  t o  p e r f o r m  a  s t e p - b y - s t e p  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  i n p u t  p r o g r a m .  
T h e  p o s i t i v e  s u p e r c o m p i l e r  [ 9 4 ,  9 5 ,  4 2 1  i s  a  n e w e r  v e r s i o n  o f  T u r c h i n ' s  s u p e r c o m p i l e r  
i n  a  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  s e t t i n g .  
T r a n s f o r m a t i o n  U s i n g  S u p e r c o m p i l a t i o n  
A  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  b y  t r a n s f o r m i n g  a n  i n p u t  p r o g r a m  d e f i n e d  w i t h  
a n  e x p r e s s i o n  c o n t a i n i n g  f r e e  v a r i a b l e s  a n d  d e f i n i t i o n s  o f  f u n c t i o n s  u s e d  i n  t h e  e x -  
p r e s s i o n  u s i n g  s u p e r c o m p i l a t i o n .  T h e  l a n g u a g e  f o r  w h i c h  s u p e r c o m p i l a t i o n  i s  t o  b e  
p e r f o r m e d  i s  a  s i m p l e  h i g h e r - o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  d e f i n e d  i n  $ 2 . 2 . 1 .  
T h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  r u l e s  a r e  d e f i n e d  b y  i d e n t i f y i n g  t h e  n e x t  r e d u c i b l e  e x p r e s -  
s i o n  ( r e d e x )  w i t h i n  s o m e  e v a l u a t i o n  c o n t e x t .  A n  e x p r e s s i o n  w h i c h  c a n n o t  b e  b r o k e n  
d o w n  i n t o  a  r e d e x  a n d  a  c o n t e x t  i s  c a l l e d  a n  o b s e r v a b l e .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 1  R e d e x e s ,  c o n t e x t s  a n d  o b s e r v a b l e s  
R e d e x e s ,  c o n t e x t s  a n d  o b s e r v a b l e s  a r e  d e f i n e d  m o r e  f o r m a l l y  b y  t h e  g r a m m a r  s h o w n  
i n  F i g .  2 . 3 ,  w h e r e  r e d  r a n g e s  o v e r  r e d e x e s ,  c o n  r a n g e s  o v e r  c o n t e x t s  a n d  o b s  r a n g e s  
o v e r  o b s e r v a b l e s .  W e  u s e  t h e  n o t a t i o n  c o n ( e )  t o  r e p r e s e n t  a n  e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  
b r o k e n  d o w n  i n t o  a n  e v a l u a t i o n  c o n t e x t  c o n  a n d  t h e  r e d e x  e .  
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F i g u r e  2 . 3 :  G r a m m a r  o f  r e d e x e s ,  c o n t e x t s  a n d  o b s e r v a b l e s  
L e m m a  2 . 2 . 2  U n i q u e  d e c o m p o s i t i o n  p r o p e r t y  
F o r  e v e r y  e x p r e s s i o n  e ,  e i t h e r  i t  m u s t  b e  a n  o b s e r v a b l e  o r  i t  c a n  b e  d e c o m p o s e d  i n t o  
a  u n i q u e  c o n t e x t  c o n  a n d  a  r e d e x  r  s u c h  t h a t  e  =  c o n ( r ) .  
E x a m p l e  2  ( C o n t e x t  a n d  R e d e x )  
F o r  a  c a s e  e x p r e s s i o n  c a s e  ( f  e l  .  .  .  e n )  o f  p l  :  e ' ,  I  .  .  .  1  p k  :  e ; ,  t h e  r e d e x  i s  f ,  a n d  
i t  m u s t  b e  u n f o l d e d  t o  s e l e c t  t h e  a p p r o p r i a t e  b r a n c h  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n .  T h e  
c o n t e x t  i s  c a s e  ( ( )  e l  .  .  .  e n )  o f  p l  :  e i  I  .  .  .  (  pk :  e ; .  I n  a  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n ,  
f l  ( f i  x )  y ,  t h e  r e d e x  i s  f l  a n d  t h e  c o n t e x t  i s  ( )  ( f 2  x )  y .  S o  t h e  f u n c t i o n  f l  m u s t  
b e  u n f o l d e d .  
T h e  c e n t r a l  o p e r a t i o n  i n  s u p e r c o m p i l a t i o n  i s  d r i v i n g .  S u p e r c o m p i l a t i o n  a p p l i e s  
f o l d i n g  a n d / o r  g e n e r a l i z a t i o n  t e c h n i q u e s  t o  e n s u r e  t h e  t e r m i n a t i o n  o f  d r i v i n g .  
D r i v i n g  
D r i v i n g  i s  a c h i e v e d  b y  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  o f  a n  i n p u t  p r o g r a m ,  w h i c h  m a y  c o n -  
s t r u c t  a  p o t e n t i a l l y  i n f i n i t e  p r o c e s s  t r e e  t o  r e p r e s e n t  a l l  o f  t h e  p o s s i b l e  c o m p u t a t i o n s  
o f  t h e  g i v e n  e x p r e s s i o n  o f  t h e  i n p u t  p r o g r a m .  
T h e  r u l e s  f o r  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  a r e  d e f i n e d  b y  t h e  m a p  N  f r o m  e x p r e s -  
s i o n s  t o  o r d e r e d  s e q u e n c e s  o f  e x p r e s s i o n s  [ e l  .  .  .  e n ]  a s  s h o w n  i n  F i g .  
2 . 4 .  W i t h i n  
t h e s e  r u l e s ,  t h e  n o t a t i o n  e { v l  : =  e l ,  .  .  .  ,  v n  : =  e n )  r e p r e s e n t s  t h e  s i m u l t a n e o u s  s u b -  
s t i t u t i o n s  o f  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  e l , .  .  .  ,  e n  f o r  t h e  f r e e  o c c u r r e n c e s  o f  v l ,  .  .  .  ,  v , ,  
r e s p e c t i v e l y ,  w i t h i n  e .  
N [ v  e l . .  .  e n ]  4  =  [ e l , .  .  .  , e n ]  
N [ c  e l  .  .  .  e n ]  4  =  [ e l , .  .  .  , e n ]  
N [ X v . e ]  4  =  [ e l  
N U c o n ( f  ) I  4  =  l u n f o l d ( c o n ( f ) )  $1 
N I I c o n ( ( X v . e o )  e l ) ]  4  =  [ c o n ( e o [ e 1 / v ] ) ]  
N l [ c o n ( c a s e  ( v  e l . .  . e n )  o f  p l  :  e i l . .  .  l p k  :  e i  ) ]  $  
=  [ v  e l . .  .  e n ,  c o n ( e : ) { v  e l . .  .  e n  : =  P I ) ,  .  .  .  ,  c o n ( e i ) { v  e l  
N [ c o n ( c a s e  ( c  e l  .  .  .  e n )  o f  p l  :  e i  1  .  .  .  l p k  :  e l  ) ]  4  
=  [ c o n ( e Q ( v l  : =  e l , .  .  .  , v n  : =  e n ) ) ]  
w h e r e  p i  =  c  v l  .  .  .  v n  
F i g u r e  2 . 4 :  N o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  r u l e s  
T h e  f u n c t i o n  u n f o l d  u n f o l d s  t h e  f u n c t i o n  f  i n  i t s  a r g u m e n t  e x p r e s s i o n  c o n ( f )  a s  
f o l l o w s :  
u n f o l d ( c o n (  f  ) )  4  =  c o n ( e )  w h e r e  f  i s  d e f i n e d  b y  f  =  e ,  a n d  ( f ,  e )  E  4  
T h e  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  r u l e s  a r e  m u t u a l l y  e x c l u s i v e  a n d  t o g e t h e r  e x h a u s t i v e  
b y  t h e  u n i q u e  d e c o m p o s i t i o n  p r o p e r t y .  I n  r u l e  ( N 6 ) ,  t h e  p a t t e r n  i n f o r m a t i o n  i n  e a c h  
o f  t h e  c a s e  b r a n c h e s  i s  p r o p a g a t e d  t o  t h e  o c c u r r e n c e s  o f  t h e  r e d e x  v a r i a b l e  w i t h i n  
t h e  c o r r e s p o n d i n g  b r a n c h  e x p r e s s i o n .  T h i s  i n f o r m a t i o n  p r o p a g a t i o n  w i t h i n  t h e  c a s e  
e x p r e s s i o n  i s  c a l l e d  u n i f i c a t i o n - b a s e d  i n f o r m a t i o n  p r o p a g a t i o n  [ 9 5 ] .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 3  ( P r o c e s s  t r e e s )  
A  p r o c e s s  t r e e  i s  a  d i r e c t e d  a c y c l i c  g r a p h  w h e r e  e a c h  n o d e  i s  l a b e l l e d  w i t h  a n  e x -  
p r e s s i o n ,  a n d  a l l  e d g e s  l e a v i n g  a  n o d e  a r e  o r d e r e d .  O n e  n o d e  i s  c h o s e n  a s  t h e  r o o t  
o f  t h e  t r e e ,  a n d  t h e  o r i g i n a l  e x p r e s s i o n  i s  a s s i g n e d  t o  t h e  r o o t .  
I f  a  n o d e  N  i s  l a b e l l e d  w i t h  a n  e x p r e s s i o n  e  a n d  N [ [ e ]  =  [ e l ,  .  .  .  ,  e n ] ,  t h e n  N  h a s  
n  c h i l d  n o d e s  f r o m  l e f t  t o  r i g h t  w h i c h  a r e  l a b e l l e d  w i t h  t h e  e x p r e s s i o n s  e l , .  .  .  , e n  
r e s p e c t i v e l y .  A  p r o c e s s  t r e e  e  +  t l ,  .  .  .  ,  t n  i s  t h e  t r e e  w i t h  t h e  r o o t  l a b e l l e d  e  a n d  n  
c h i l d r e n  w h i c h  a r e  t h e  s u b t r e e s  t l , .  .  .  , t n  r e s p e c t i v e l y .  W i t h i n  a  p r o c e s s  t r e e  t ,  f o r  
a n y  n o d e  a ,  t ( a )  d e n o t e s  t h e  l a b e l  o f  a .  T h e  s e t  o f  a n c e s t o r s  o f  a  i n  t  i s  d e n o t e d  
b y  a n c ( t ,  a ) ,  a n d  t { a  : =  t ' )  d e n o t e s  t h e  t r e e  o b t a i n e d  b y  r e p l a c i n g  t h e  s u b t r e e  w i t h  
r o o t  a  i n  t  b y  t h e  t r e e  t ' .  
A  p r o c e s s  t r e e  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a n  e x p r e s s i o n  e  u s i n g  
t h e  f o l l o w i n g  r u l e :  
71.1 4  =  e  +  T [ e l ]  4 , .  .  .  ,  7 [ e n ]  4  w h e r e  N [ e ]  4  =  [ e l , .  .  .  , e n ]  ( 7 1 )  
T h u s ,  d r i v i n g  i s  a c h i e v e d  b y  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  r u l e  ( T I ) ,  w h i c h  c o n s t r u c t s  a  
p r o c e s s  t r e e  u s i n g  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  a n d  u n i f i c a t i o n  b a s e d  i n f o r m a t i o n  p r o p -  
a g a t i o n .  T h e  c o n t i n u e d  a p p l i c a t i o n  o f  r u l e  ( 7 1 )  m a y  c o n s t r u c t  a n  i n f i n i t e  p r o c e s s  
t r e e .  
T o  c o n s t r u c t  a  r e s i d u a l  p r o g r a m ,  w e  n e e d  t o  c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  
d u r i n g  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  r u l e  ( 7 1 )  b y  c r e a t i n g  r e p e a t  n o d e s  w i t h i n  t h e  p r o c e s s  
t r e e  t  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  a n  i n s t a n c e  p  o f  a n  a n c e s t o r  a  w h e r e  t ( P )  c o n t a i n s  a  
r e c u r s i v e  c a l l  t o  a  f u n c t i o n  f  i n  t h e  r e d e x .  A  r e p e a t  n o d e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  f o l d  
s t e p  d u r i n g  t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  m o t i v a t i o n  b e h i n d  t h e  c r e a t i o n  o f  r e p e a t  n o d e s  i s  
t h a t  t h e  c o n t i n u o u s  u n f o l d i n g  o f  a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  w i l l  l e a d  t o  n o n - t e r m i n a t i o n  o f  
t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e s s  i f  f o l d i n g  i s  n o t  p e r f o r m e d .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 4  ( P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e s )  
A  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  i s  a  p r o c e s s  t r e e  w h i c h  c o n t a i n s  r e p e a t  n o d e ( s ) .  A  r e p e a t  n o d e  
h a s  a  d a s h e d  e d g e  t o  a n  a n c e s t o r  w i t h i n  t h e  p r o c e s s  t r e e .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 5  ( I n s t a n c e )  
A n  e x p r e s s i o n  e  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a n o t h e r  e x p r e s s i o n  e l ,  d e n o t e d  b y  e '  4  e ,  i f  t h e r e  
i s  a  s u b s t i t u t i o n  B  s u c h  t h a t  e l B  =  e  w h e r e  B  g i v e s  t h e  v a l u e s  f o r  t h e  u n i q u e  f r e e  
v a r i a b l e s  o f  e l ,  a n d  =  r e p r e s e n t s  t h e  s e m a n t i c  e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  t w o  e x p r e s s i o n s .  
D u r i n g  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  p r o c e s s  t r e e ,  i f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  e  i s  a n  i n s t a n c e  
o f  t h e  l a b e l  e '  o f  a n  a n c e s t o r  a ,  t h e n  a  d a s h e d  e d g e  e  - - +  a  i s  c r e a t e d  w i t h i n  t h e  
p r o c e s s  t r e e  r e p r e s e n t i n g  t h e  o c c u r r e n c e  o f  a  r e p e a t  n o d e .  T h i s  p r o c e s s  i s  r e p e a t e d  
f o r  e v e r y  o c c u r r e n c e  o f  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  l a b e l  o f  a n  a n c e s t o r  n o d e ,  w h i c h  l e a d s  t o  
t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e .  W i t h i n  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  t ' ,  i f  ,8 i s  t h e  
r e p e a t  n o d e  f o r  a  m a t c h i n g  a n c e s t o r  n o d e  a ,  t h e n  a  i s  c a l l e d  t h e  f u n c t i o n  n o d e .  T h e  
p o s s i b i l i t y  o f  c r e a t i n g  a  r e p e a t  n o d e  i s  o n l y  c h e c k e d  w h e n  t h e  r e d e x  o f  t h e  c u r r e n t  
e x p r e s s i o n  i s  a  f u n c t i o n .  
E x a m p l e  3  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  u s i n g  t h e  d r i v i n g  r u l e  ( 7 1 )  
w i t h  r e p e a t  n o d e s .  
a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s  
w h e r e  
a p p e n d  =  X x s . X y s .  c a s e  x s  o f  
Nil :  y s  
I  C o n s  x  z s '  :  C o n s  x  ( a p p e n d  x s '  y s )  
T h i s  c o n s t r u c t s  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  a s  s h o w n  i n  F i g .  2 . 5 .  
F i g u r e  2 . 5 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  f o r  T [ a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s ]  
2  7  
T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  i n  F i g .  2 . 5  h a s  b e e n  s i m p l i f i e d  f o r  e a s e  o f  p r e s e n t a t i o n .  
A  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  e x t r a c t e d  f r o m  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  u s i n g  a  s e t  o f  r u l e s  P  
w h i c h  a r e  d e f i n e d  i n  F i g .  2 . 6 .  E a c h  o f  t h e  f u n c t i o n  n o d e s  t o  w h i c h  t h e  d a s h e d  e d g e  
p o i n t s ,  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  i n i t i a l  c a l l  o f  a  f u n c t i o n ,  a n d  e a c h  o f  t h e  r e p e a t  n o d e s  f r o m  
w h i c h  t h e  d a s h e d  e d g e  o r i g i n a t e s ,  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  o f  t h a t  f u n c t i o n  
i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m .  T h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  l a b e l s  o f  
t h e  i n t e r m e d i a t e  n o d e s .  
p [ ( ~  e l  
.  e n )  +  t l , .  .  
t n ]  =  v  ( P u t l ] )  .  .  .  ( P u t n ] )  
( P I )  
P [ ( c  e l  .  .  .  e n )  +  t l ,  .  .  .  ,  t n ]  =  c  ( P [ t l ] )  .  .  .  ( p u t , ] )  
( P 2 )  
P [ ( A v . e )  +  t ]  =  A v . ( P [ t j )  
(7'3) 
P [ [ a  =  ( c o n ( f ) )  - +  t ]  
( P 4 )  
=  l e t r e c  f '  =  X u l  .  .  .  v n . ( P [ t ] )  
i n  f '  v l  .  .  .  v , ,  
i f  $3 E  t . p  - - +  a  a n d  , B  -  a { v l  : =  e l , .  .  .  , v ,  : =  e n }  
=  P u t ] ,  o t h e r w i s e  
PUP =  ( c o n (  f  ) )  - - +  a ]  =  f '  e l  .  .  .  e n  
( 7 ' 5 )  
i f  ,B -  a { v l  : =  e l , .  .  .  , v n  : =  e n }  
P l [ ( c o n ( ( X v . e o )  e l ) )  - +  t ]  =  P u t ]  0 ' 6 )  
P [ ( c o n ( c a s e  ( v  e l  . .  . e n )  o f  p l  :  e i l . .  .  I  p n  :  e; ) )  + t o , .  . .  , t , ]  ( 7 ' 7 )  
=  c a s e  ( ? [ t o ] )  o f  P I  :  
( P [ t l ] )  1 .  
I  P n  :  ( P [ t n ] )  
P [ ( c o n ( c a s e  ( c  e l  .  .  .  e n )  o f  p l  :  e i l . .  .  I  p n  :  e k  ) )  +  t ]  
( P 8 )  
=  P u t ]  
F i g u r e  2 . 6 :  R u l e s  f o r  r e s i d u a l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  i n  s u p e r c o m p i l a t i o n  
R u l e  ( P l )  p r o c e s s e s  a  t r e e  w i t h  r o o t  l a b e l l e d  w i t h  a  v a r i a b l e  a p p l i c a t i o n  a n d  
n  s u b t r e e s  t l ,  .  .  .  ,  t , .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  r u l e  a p p l i c a t i o n  i s  a  v a r i a b l e  a p p l i c a t i o n  
w h e r e  t h e  s u b t r e e s  t l ,  .  .  .  ,  t ,  a r e  f u r t h e r  p r o c e s s e d  t o  c o n s t r u c t  t h e  a r g u m e n t s  o f  t h e  
v a r i a b l e  a p p l i c a t i o n .  
S i m i l a r l y ,  r u l e  ( P 2 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  w i t h  r o o t  l a b e l l e d  w i t h  
a  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  w i t h  n  s u b t r e e s  t l , .  .  .  , t n  t o  c o n s t r u c t  t h e  c o n s t r u c t o r  
a p p l i c a t i o n .  R u l e  ( P 3 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  w i t h  r o o t  l a b e l l e d  w i t h  a  A - e x p r e s s i o n  w i t h  
a  s i n g l e  s u b t r e e  t .  T h e  b o d y  o f  t h i s  A - a b s t r a c t i o n  i s  o b t a i n e d  b y  p r o c e s s i n g  t h e  
s u b t r e e  t .  
I n  r u l e  ( P 4 ) ,  t h e  r o o t  n o d e  a  o f  t h e  t r e e  i s  l a b e l l e d  w i t h  a n  e x p r e s s i o n  c o n (  f )  
w h i c h  c o n t a i n s  t h e  f u n c t i o n  f  i n  t h e  r e d e x ,  a n d  t h e  r o o t  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  
s u b t r e e  t .  T w o  s i t u a t i o n s  m a y  a r i s e  i n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  r u l e  ( P 4 )  t o  t h e  c u r r e n t  
t r e e .  I f  t h e r e  e x i s t s  a  n o d e  ,B i n  t  s u c h  t h a t  ,B - - +  a  a n d  ,B i s  a n  i n s t a n c e  o f  a ,  
t h e n  t h e  r e s u l t  o f  p r o c e s s i n g  t h e  c u r r e n t  t r e e  i s  t o  i n t r o d u c e  a  l o c a l  f u n c t i o n  o f  
t h e  f o r m  o f  l e t r e c  f  =  e o  i n  e l  i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m .  T h e  c o n s t r u c t e d  l e t r e c  
e x p r e s s i o n  c o n t a i n s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  n e w  f u n c t i o n  f '  w i t h  a n  i n i t i a l  c a l l  f '  v l  .  .  .  v n  
w h e r e  v l  .  .  .  v n  a r e  t h e  v a r i a b l e s  i n  a  w h i c h  a r e  i n s t a n t i a t e d  t o  g i v e  P .  T h e  n e w  
f u n c t i o n  f '  i s  p a r a m e t e r i s e d  o n l y  b y  t h o s e  f r e e  v a r i a b l e s  i n  t h e  f u n c t i o n  n o d e  w h i c h  
a r e  i n s t a n t i a t e d  w i t h  d i f f e r e n t  v a l u e s  i n  t h e  r e p e a t  n o d e ( s )  a n d  h e n c e  c h a n g e ,  s o  t h e  
d e f i n e d  l o c a l  f u n c t i o n  m a y  c o n t a i n  n o n - l o c a l  v a r i a b l e s .  T h e  d e f i n i t i o n  o f  t h i s  n e w  
f u n c t i o n  i s  o b t a i n e d  b y  p r o c e s s i n g  t h e  s u b t r e e  t .  I f  t h e r e  i s  n o  r e p e a t  n o d e  f o r  a ,  
t h e  r e s u l t  o f  p r o c e s s i n g  t h e  t r e e  i s  g i v e n  b y  t h e  r e s u l t  o f  p r o c e s s i n g  t h e  s u b t r e e  t .  
I n  r u l e  ( P 5 ) ,  a  r e p e a t  n o d e  ,B c o n t a i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  c o n ( f )  i s  p r o c e s s e d ,  w h i c h  
h a s  a  d a s h e d  e d g e  t o  a n  a n c e s t o r  n o d e  a .  A s  t h e  r e p e a t  n o d e  ,B i s  a n  i n s t a n c e  o f  
t h e  f u n c t i o n  n o d e  a ,  a n  a p p r o p r i a t e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  t h e  f u n c t i o n  f '  ( w h i c h  w a s  
m a d e  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  f u n c t i o n  n o d e  a  b y  r u l e  ( P 4 ) )  i s  i n t r o d u c e d  i n  t h e  
r e s i d u a l  p r o g r a m .  T h e  p a r a m e t e r s  e l  .  .  .  e n  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  f '  c o r r e s p o n d  t o  
t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v ,  o f  t h e  o r i g i n a l  c a l l  t o  f  ' .  
R u l e  ( P 6 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  w i t h  r o o t  l a b e l l e d  w i t h  a  A - a p p l i c a t i o n  w i t h  a  s u b t r e e  
t .  A n  e x p r e s s i o n  c o n t r i b u t i n g  t o  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  b y  p r o c e s s i n g  
t h e  s u b t r e e  t .  R u l e  ( P 7 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  w i t h  r o o t  l a b e l l e d  w i t h  a n  e x p r e s s i o n  
c o n t a i n i n g  a  c a s e  e x p r e s s i o n  i n  t h e  r e d e x  w h e r e  t h e  s e l e c t o r  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n  i s  
a  v a r i a b l e  a p p l i c a t i o n  u  e l  .  .  .  e n .  T h e  r o o t  o f  t h e  t r e e  i s  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s u b t r e e s  
t o , .  .  .  ,  t n  f r o m  l e f t  t o  r i g h t .  A  c a s e  e x p r e s s i o n  i s  c o n s t r u c t e d  t o  c o n t r i b u t e  t o  t h e  
r e s i d u a l  p r o g r a m  w h e r e  t h e  s e l e c t o r  v a r i a b l e  a p p l i c a t i o n  i s  g i v e n  b y  p r o c e s s i n g  t h e  
f i r s t  s u b t r e e  t o ,  a n d  t h e  b r a n c h  t e r m s  a r e  c o n s t r u c t e d  b y  p r o c e s s i n g  t h e  r e m a i n i n g  
s u b t r e e s  t l ,  .  .  .  ,  t ,  r e s p e c t i v e l y .  R u l e  ( P 8 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  w i t h  r o o t  l a b e l l e d  w i t h  
a n  e x p r e s s i o n  c o n t a i n i n g  a  c a s e  e x p r e s s i o n  i n  t h e  r e d e x  w h e r e  t h e  s e l e c t o r  o f  t h e  
c a s e  e x p r e s s i o n  i s  a  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  c  e l  .  .  .  e n .  A n  e x p r e s s i o n  i s  c o n s t r u c t e d  
t o  c o n t r i b u t e  t o  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  b y  p r o c e s s i n g  t h e  s i n g l e  s u b t r e e  t  w h i c h  i s  
c o n n e c t e d  w i t h  t h e  r o o t .  
A c c o r d i n g  t o  t h e  f o l d i n g  s c h e m e  a s  d e s c r i b e d  a b o v e ,  d u r i n g  t h e  s u p e r c o m p i l a -  
t i o n  o f  t h e  t e r m  a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s ,  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  r u l e s  P  t o  t h e  c o n s t r u c t e d  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  i n  F i g .  2 . 5  i n t r o d u c e s  
t w o  n e w  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  a n d  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  i n i t i a l  c a l l s  u s i n g  t w o  l e t r e c  
e x p r e s s i o n s  i n  t h e  r e s u l t i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m .  T h e  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  f  2  i s  i n t r o -  
d u c e d  w i t h i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  t h e  f u n c t i o n  n o d e  l a b e l l e d  w i t h  a p p e n d  y s '  z s  
( F i g .  2 . 5 ) .  T h e  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  f  0  i s  i n t r o d u c e d  w i t h i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  
t h e  f u n c t i o n  n o d e  l a b e l l e d  w i t h  a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s  ( F i g .  2 . 5 ) .  T h e  r e s i d u a l  
p r o g r a m  w h i c h  i s  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  i n  F i g .  2 . 5  r e s u l t i n g  f r o m  
t h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  o f  t h e  t e r m  a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s  i s  s h o w n  i n  F i g .  2 . 7 .  
l e t r e c  
f  0  =  X x s .  c a s e  x s  o f  
N i l  :  c a s e  y s  o f  
N i l  :  z s  
I  C o n s  y  y s '  :  C o n s  y  (  l e t r e c  
f 2  =  X y s ' .  c a s e  y s '  o f  
N i l  :  z s  
I  C o n s  y '  y s "  :  C o n s  y 1  ( f 2  y s " )  
i n  f 2  y s ' )  
I  C o n s  x  x s '  :  C o n s  z  ( f O  x s l )  
i n  f O  x s  
F i g u r e  2 . 7 :  C o n s t r u c t e d  r e s i d u a l  p r o g r a m  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  i n  F i g .  2 . 5  
T e r m i n a t i o n  o f  S u p e r c o m p i l a t i o n  
I t  c a n n o t  b e  g u a r a n t e e d  t h a t  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  f o r  s u p e r c o m p i l a t i o n  ( s o  f a r  
a s  w e  h a v e  p r e s e n t e d )  w i l l  t e r m i n a t e  e v e n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  f o l d i n g  f o r  a l l  i n p u t  p r o -  
g r a m s .  T h e  u s e r  d e f i n e d  f u n c t i o n s  e x p l o i t e d  i n  t h e  i n p u t  p r o g r a m  t o  b e  t r a n s f o r m e d  
m a y  h a v e  d i v e r g e n t  p r o p e r t i e s .  T h e s e  d i v e r g e n t  p r o p e r t i e s  w i l l  p r e v e n t  t h e  c r e a t i o n  
o f  r e p e a t  n o d e s  w i t h i n  t h e  p r o c e s s  t r e e ,  s o  f o l d i n g  c a n n o t  b e  a c c o m p l i s h e d .  I n  t h i s  
s e c t i o n ,  w e  s h o w  h o w  o n e  c a n  o b t a i n  t e r m i n a t i o n  o f  s u p e r c o m p i l a t i o n  b y  p e r f o r m i n g  
g e n e r a l i z a t i o n .  
T o  c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e ,  g e n e r a l i z a t i o n  m u s t  b e  p e r f o r m e d  t h r o u g h  
t h e  e x t r a c t i o n  o f  s u b - e x p r e s s i o n s  w h i c h  c a u s e  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  e x p r e s s i o n s  t o  b e  
e n c o u n t e r e d  d u r i n g  t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  d i v e r g e n c e  p r o p e r t i e s  w h i c h  a r e  c o m m o n  
i n  f u n c t i o n a l  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  i d e n t i f i e d  i n  [ 2 5 ,  4 4 ,  9 4 ,  7 5 1 .  
E x a m p l e  4  ( O b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l )  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n  r e v e r s e  x s  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  n a i v e  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  l i s t  r e v e r s a l  f u n c t i o n  u s i n g  t h e  a p p e n d  f u n c t i o n .  
r e v e r s e  =  X x s .  c a s e  x s  o f  
N i l  :  N i l  
I  C o n s  x  x s '  :  a p p e n d  ( r e v e r s e  x s ' )  ( C o n s  x  N i l )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n  r e v e r s e  x s  e n c o u n t e r s  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  
e x p r e s s i o n s  
r e v e r s e  a s ,  c a s e  ( r e v e r s e  x s ' )  o f . .  . ,  c a s e  ( c a s e  ( r e v e r s e  x s " )  o f . .  . )  o f . .  .  ,  .  .  .  
w i t h  a n  a c c u m u l a t i n g  c o n t e x t .  T h e  c a l l  t o  r e v e r s e  p r e v e n t s  t h e  c o n t e x t  f r o m  b e i n g  
r e d u c e d ,  s o  t h i s  f u n c t i o n  c a l l  i s  a n  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l .  T h i s  w i l l  c a u s e  t h e  
n o n - t e r m i n a t i o n  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e s s .  I n  s u p e r c o m p i l a t i o n ,  t h e  o b s t r u c t i n g  
f u n c t i o n  c a l l  r e v e r s e  x s '  i s  e x t r a c t e d  f r o m  i t s  s u r r o u n d i n g  c o n t e x t  a n d  i s  t r a n s f o r m e d  
s e p a r a t e l y  t o  a v o i d  n o n - t e r m i n a t i o n .  
A  r e c u r s i v e  c a l l  t o  a  f u n c t i o n  f  i s  a n  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l  i f  i t  c a u s e s  a  
s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  c o n t e x t  i n  e a c h  u n f o l d i n g .  
E x a m p l e  5  ( A c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r )  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  p r o g r a m  g i v e n  i n  F i g .  2 . 2 .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
t h e  e x p r e s s i o n  r e v a  x s  N i l  e n c o u n t e r s  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  e x p r e s s i o n s  r e v a  x s  N i l ,  
r e v a  x s '  ( C o n s  x  N i l ) ,  r e v a  x s "  ( C o n s  x '  ( C o n s  x  N i l ) )  .  .  .  .  I n  e a c h  u n f o l d i n g ,  
t h e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  t h e  r e v a  f u n c t i o n  a c c u m u l a t e s  n e w  o u t p u t  i n  i t s  s e c o n d  p a r a -  
m e t e r  g e n e r a t i n g  a  s u c c e s s i v e l y  g r o w i n g  s u b - e x p r e s s i o n  i n  t h i s  p a r a m e t e r .  S o ,  t h e  
s e c o n d  p a r a m e t e r  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  r e v a  i s  a n  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r .  I n  s u p e r -  
c o m p i l a t i o n ,  t h e  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r  i s  t h e r e f o r e  e x t r a c t e d  a u t o m a t i c a l l y  a n d  
i s  t r a n s f o r m e d  s e p a r a t e l y  t o  a v o i d  n o n - t e r m i n a t i o n .  
A  p a r a m e t e r  i n  a  r e c u r s i v e l y  d e f i n e d  f u n c t i o n  f  i s  a n  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r  
i f  f  a c c u m u l a t e s  o u t p u t  i n  t h i s  p a r a m e t e r  r e s u l t i n g  i n  p r o g r e s s i v e l y  l a r g e r  s u b -  
e x p r e s s i o n s  i n  t h i s  p o s i t i o n  o n  e a c h  u n f o l d i n g  o f  f .  
E x a m p l e  6  ( A c c u m u l a t i n g  p a t t e r n )  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m .  
p l u s  x  x  
w h e r e  
p l u s  =  X x . X y . c a s e  x  o f  
Z e r o  : y  
(  s u c c  x' :  S u c c  ( p l u s  x '  y )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h i s  p r o g r a m  e n c o u n t e r s  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  e x p r e s s i o n s  
p l u s  x  x ,  p l u s  x 1  ( S U C C  X I ) ,  p l u s  x "  ( S U C C  ( S U C C  x " ) ) ,  .  .  .  .  I n  e a c h  u n f o l d i n g ,  t h e  s e c -  
o n d  p a r a m e t e r  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  t h e  p l u s  f u n c t i o n  a c c u m u l a t e s  a  s u c c e s s i v e l y  
l a r g e r  t e r m  b y  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s .  T h i s  p a t t e r n  a c c u m u l a t i o n  i s  c a u s e d  b y  t h e  
u n i f i c a t i o n - b a s e d  i n f o r m a t i o n  p r o p a g a t i o n  u s e d  i n  s u p e r c o m p i l a t i o n .  T h i s  c a n n o t  
b e  r e m o v e d  b y  r e w r i t i n g  a s  t h e  p l u s  f u n c t i o n  r e c u r s e s  o v e r  i t s  f i r s t  a r g u m e n t .  I n  
s u p e r c o m p i l a t i o n ,  t h i s  p r o b l e m  i s  a v o i d e d  b y  e x t r a c t i n g  t h e  a c c u m u l a t i n g  v a r i a b l e  
a u t o m a t i c a l l y  a n d  t r a n s f o r m i n g  i t  s e p a r a t e l y .  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a n  i n p u t  p r o g r a m  m a y  c a u s e  a n  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  t r a n s -  
f o r m a t i o n  s t e p s  e v e n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  f o l d i n g ,  i f  a n y  o f  t h e  a b o v e  n o n - t e r m i n a t i o n  
p r o p e r t i e s  e x i s t s  w i t h i n  t h e  p r o g r a m .  I n  a l l  o f  t h e  a b o v e  c a s e s ,  e a c h  o f  t h e  e x p r e s -  
s i o n s  i n  t h e  d i v e r g e n t  s e q u e n c e  e m b e d s  a  p r e v i o u s  e x p r e s s i o n  i n  t h e  s e q u e n c e .  S o ,  
w e  n e e d  t o  d e t e c t  w h e n  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  b e c o m e s  a n  e m b e d d i n g  o f  a  p r e v i o u s  
e x p r e s s i o n ,  a n d  g e n e r a l i z e  a c c o r d i n g l y .  
T h e  f o r m  o f  e m b e d d i n g  w h i c h  i s  u s e d  t o  d e t e c t  e m b e d d i n g  a n d  t o  p e r f o r m  g e n -  
e r a l i z a t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  r e l a t i o n  ( < I )  d e r i v e d  f r o m  t h e  
r e s u l t s  o f  H i g m a n  a n d  K r u s k a l  [ 7 0 ,  4 8 1 .  T h e  H i g m a n  a n d  K r u s k a l  t h e o r e m  s t a t e s  
t h a t  i n  a n  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  t e r m s  t o ,  t l ,  .  .  . ,  t h e r e  d e f i n i t e l y  e x i s t s  n u m b e r s  i ,  j  
s u c h  t h a t  i  <  j  f o r  w h i c h  t i  t j .  I f  t i  i ]  t j ,  t h e n  t h e  t e r m  t i  i s  f u l l y  e m b e d d e d  i n  a  
l a r g e r  t e r m  t j .  
T h e o r e m  2 . 2 . 6  ( H i g m a n  a n d  K r u s k a l  t h e o r e m )  I f  F  i s  a  f i n i t e  s e t  o f  f u n c t i o n  
s y m b o l s ,  t h e n  a n y  i n f i n i t e  s e q u e n c e  t l ,  t 2 ,  . . .  o f  t e r m s  i n  t h e  s e t  T ( F )  o f  t e r m s  o v e r  
F  c o n t a i n s  t w o  t e r m s  t i  a n d  t j ,  w h e r e  i  <  j ,  s u c h  t h a t  t i  
t j .  
W e  e x t e n d  t h e  n o t i o n  o f  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  r e l a t i o n  t o  a l l  o f  t h e  e x p r e s -  
s i o n s  o f  t h e  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  d e s c r i b e d  i n  $ 2 . 2 . 1 .  H o m e o m o r p h i c  
e m b e d d i n g  i s  a l s o  u s e d  i n  t e r m  r e w r i t e  s y s t e m s  [ 3 5 ] ,  s u p e r c o m p i l a t i o n  [ 1 0 3 ] ,  p o s i -  
t i v e  s u p e r c o m p i l a t i o n  [ 9 5 ,  4 2 ,  4 6 1 ,  a n d  i n  d i s t i l l a t i o n  [ 4 5 ,  4 6 1  t o  o b t a i n  t e r m i n a t i o n .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 7  ( W e l l - q u a s i  o r d e r )  
A  w e l l - q u a s i  o r d e r  o n  a  s e t  o f  e l e m e n t s  S  i s  a  r e f l e x i v e ,  t r a n s i t i v e  r e l a t i o n  5 ,  s u c h  
t h a t  f o r  a n y  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  e l e m e n t s  s l ,  s 2 , .  .  . f r o m  S  t h e r e  a r e  n u m b e r s  i ,  j  
w i t h  i  <  j  a n d  s i  5 ,  s j .  
B a s e d  o n  t h i s  r e l a t i o n ,  i n  a n  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  e x p r e s s i o n s  e l ,  e 2 , .  .  .  w h i c h  m a y  
b e  e n c o u n t e r e d  d u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a n  e x p r e s s i o n  e ,  t h e r e  d e f i n i t e l y  e x i s t s  
s o m e  t e r m s  e i ,  e j  w i t h  i  <  j  a n d  e i  < I s  e j .  S o ,  e v e n t u a l l y ,  a n  e m b e d d i n g  o f  e i  i s  
f o u n d  i n  e j  a n d  u n f o l d i n g  w i l l  n o t  b e  c o n t i n u e d  i n d e f i n i t e l y .  T h e n  g e n e r a l i z a t i o n ( s )  
f o l l o w e d  b y  f o l d i n g  w i l l  h e l p  t o  o b t a i n  t e r m i n a t i o n .  
A  d y n a m i c  e m b e d d i n g  d e t e c t i o n  a l g o r i t h m  b a s e d  o n  t h e  h o m e o m o r p h i c  e m b e d -  
d i n g  r e l a t i o n  i s  d e v i s e d  t o  m o n i t o r  d i v e r g i n g  s e q u e n c e s  o f  t e r m s  d u r i n g  t r a n s f o r -  
m a t i o n  o f  t h e  i n p u t  p r o g r a m ,  a n d  g e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d  t o  a v o i d  p o s s i b l e  
n o n - t e r m i n a t i o n .  H o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  i s  d e f i n e d  m o r e  f o r m a l l y  a s  f o l l o w s .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 8  ( H o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  r e l a t i o n )  
V a r i a b l e  D i v i n g  C o u p l i n g  
32 E  ( 1 . .  .  n ) . e  <I e i  
Vi E  { I . .  . n } . e i  a  e i  
x a y  
e  a   e l , . . .  , e n )  
u  ( e l , .  .  .  ,  e n )  a  u  ( e i ,  .  .  .  ,  e ; )  
F o r  v a r i a b l e s ,  a  v a r i a b l e  x  i s  e m b e d d e d  w i t h i n  a n o t h e r  v a r i a b l e  y .  D i v i n g  d e t e c t s  
e m b e d d i n g  o f  a  s u b - e x p r e s s i o n  w i t h i n  a  l a r g e r  e x p r e s s i o n  a n d  c o u p l i n g  d e t e c t s  e m -  
b e d d i n g  o f  a l l  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  o f  t w o  e x p r e s s i o n s  w h i c h  h a v e  t h e  s a m e  t o p - l e v e l  
f u n c t o r .  I n  d i v i n g ,  a n  e x p r e s s i o n  e  i s  e m b e d d e d  w i t h i n  a n y  o f  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  
e l ,  .  .  .  ,  e n  o f  a  l a r g e r  e x p r e s s i o n .  I n  c o u p l i n g ,  a l l  o f  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  e l ,  .  .  .  ,  e n  
a r e  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s u b - e x p r e s s i o n s  e i ,  .  .  .  ,  e; w h e r e  u  i s  t h e  
c o m m o n  o u t e r m o s t  f u n c t o r  o f  t h e  t w o  e x p r e s s i o n s .  S o m e  e x a m p l e s  o f  h o m e o m o r -  
p h i c  e m b e d d i n g  a n d  n o n - e m b e d d i n g  a r e  s h o w n  i n  F i g .  2 . 8  w h e r e  e '  i s  t h e  p r e v i o u s  
e x p r e s s i o n  a n d  e  i s  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n .  
e '  <I e  e l  $  e  
f l  x  
<I f 2  ( f l  x ' )  
f l  ( f 2  x )  $  f l  x  
f i x  a  f l  ( f 2 x 1 )  
f l  ( f 2  2 )  $  f 2  ( f l  X )  
f l  ( f 2  4  a  f l  ( f 2  ( f 2  2 ' ) )  
f l  Y  a  f l  ( f 2  ( f 2  Y ) )  
1  a  f l ( f 2 ~ ) ( f 2 2 )  
-  
F i g u r e  2 . 8 :  E x a m p l e s  a n d  n o n - e x a m p l e s  o f  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  
T h e  f o r m  o f  e m b e d d i n g  a s  s h o w n  b y  t h e  e x a m p l e  f l  x  a  f 2  ( f l  X I )  i n  F i g .  2 . 8  
i s  c a l l e d  s t r i c t  e m b e d d i n g  ( a )  i n  [ 4 6 ] .  T h i s  f o r m  o f  e m b e d d i n g  i s  i d e n t i f i e d  w h e n  
a  p r e v i o u s  e x p r e s s i o n  e '  i s  f o u n d  f u l l y  e m b e d d e d  i n  a n y  o f  t h e  a r g u m e n t  e i  o f  a n  
e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o r m  u ( e l ,  .  .  .  ,  e n ) .  A  r e a l  e x a m p l e  o f  s u c h  a n  e m b e d d i n g  i s  d e t e c t e d  
i n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  r e v e r s e  z s  i n  E x a m p l e  4 .  
W e  e x t e n d  t h e  n o t i o n  o f  s t r i c t  e m b e d d i n g  t o  d e a l  w i t h  t h e  e m b e d d i n g  o f  c a s e  
e x p r e s s i o n s ,  w h e r e  t h e  s e l e c t o r s  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n s  a r e  e m b e d d e d  w i t h i n  e a c h  
o t h e r .  T h u s ,  c o n ( f l  x )  a  c o n ( f 2  ( f l  x ' ) ) .  
G e n e r a l i z a t i o n  i n v o l v e s  r e p l a c i n g  s u b - e x p r e s s i o n s  w i t h  n e w  v a r i a b l e s .  T h e  e x -  
p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a n  e x p r e s s i o n  e  i s  e x p r e s s e d  w i t h  a  l e t  
e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o r m  l e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e g  t o  p e r m a n e n t l y  e x t r a c t  t h e  
s u b - e x p r e s s i o n s  e l , .  .  .  ,  e n  f r o m  e ,  w h i c h  w i l l  b e  t r a n s f o r m e d  s e p a r a t e l y .  T h e  o c -  
c u r r e n c e s  o f  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  e l , .  .  .  ,  e n  w i t h i n  e  a r e  r e p l a c e d  w i t h  t h e  v a r i a b l e s  
v l ,  .  .  .  ,  v, r e s p e c t i v e l y .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 9  ( G e n e r a l i z a t i o n )  
T h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t w o  e x p r e s s i o n s  e  a n d  e '  i s  a  t r i p l e  ( e g ,  8 ,  8 ' ) ,  w h e r e  8  a n d  8 '  
a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s u b s t i t u t i o n s  w h i c h  a r e  u s e d  t o  s p e c i a l i z e  e g  b a c k  t o  e  a n d  e l ,  
r e s p e c t i v e l y ,  s u c h  t h a t  e  G  e , 8  a n d  e '  =  e g 8 ' .  T h e  s u b s t i t u t i o n s  8  a n d  8 '  g i v e  t h e  
v a l u e s  o f  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  e x t r a c t e d  f r o m  t h e  e x p r e s s i o n s  e  a n d  e l ,  r e s p e c t i v e l y .  
T h e r e  i s  a  l o s s  o f  k n o w l e d g e  a b o u t  a n  e x p r e s s i o n  d u e  t o  t h e  e x t r a c t i o n  o f  s u b -  
e x p r e s s i o n s  i n  g e n e r a l i z a t i o n .  T h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  c a u s e s  t h e  l e a s t  p o s -  
s i b l e  l o s s  o f  k n o w l e d g e .  H e n c e ,  t h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d  i n  
s u p e r c o m p i l a t i o n .  I f  t h e r e  i s  m o r e  t h a n  o n e  a n c e s t o r  w h i c h  i s  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  
c u r r e n t  e x p r e s s i o n ,  t h e n  t h e  c l o s e s t  a n c e s t o r  i s  u s e d  t o  p e r f o r m  t h e  m o s t  s p e c i f i c  
g e n e r a l i z a t i o n .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 1 0  ( M o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  ( m s g ) )  
T h e  g e n e r a l i z a t i o n  ( e g ,  8 ,  0 ' )  o f  t w o  e x p r e s s i o n s  e  a n d  e '  i s  t h e  m o s t  s p e c i f i c  
g e n e r a l i z a t i o n  i f  f o r  e v e r y  o t h e r  g e n e r a l i z a t i o n s  ( e $ ,  8 " ,  8 " ' ) ,  e g  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e $ .  
T h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t w o  e x p r e s s i o n s  e  a n d  e l ,  d e n o t e d  b y  e  n  e l ,  
i s  c o m p u t e d  b y  e x h a u s t i v e l y  a p p l y i n g  t h e  f o l l o w i n g  r e w r i t e  r u l e s  t o  t h e  i n i t i a l  t r i p l e  
( v ,  { v  :  =  e )  ,  { v  :  =  e l ) )  a s  g i v e n  i n  [ 4 6 ] .  
( e ,  { v  : =  4 ( e l , .  .  .  , e n ) )  u  0 ,  { V  : =  4 ( e i , .  .  .  ,  e ; ) )  U  8 ' )  
4  
( e { v  : =  4 ( v l , .  .  .  ,  v , ) ) ,  { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v n  : =  e n )  U  8 ,  { v l  : =  e i ,  .  .  .  ,  v, : =  e ; )  U  8 ' )  
( e ,  { v l  : =  e l ,  v2 : =  e l )  U  8 ,  { v l  : =  e l ' ,  vz : =  e l ' )  U  8 ' )  
4  
( e { v l  : =  v 2 ) ,  { v 2  : =  e l )  U  8 ,  ( 2 1 2  : =  e l ' )  U  8 ' )  
T h e  f i r s t  o f  t h e s e  r e w r i t e  r u l e s  i s  a p p l i e d  t o  e x p r e s s i o n s  w h e r e  b o t h  o f  t h e  e x p r e s -  
s i o n s  h a v e  t h e  s a m e  o u t e r m o s t  f u n c t o r .  T h i s  f u n c t o r  i s  m a d e  t h e  o u t e r m o s t  f u n c t o r  
o f  t h e  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n .  T h e  s e c o n d  r u l e  l o o k s  f o r  t h e  c o m m o n  s u b - e x p r e s s i o n s  
w i t h i n  a n  e x p r e s s i o n ,  a n d  r e p l a c e s  t h e m  w i t h  t h e  s a m e  v a r i a b l e .  T h e  r e w r i t e  r u l e s  
a r e  r e p e a t e d l y  a p p l i e d  t o  t h e  a r g u m e n t s  o f  t h e  f u n c t o r s  t o  o b t a i n  t h e  g e n e r a l i z e d  
e x p r e s s i o n ,  a n d  t h e  s e t s  o f  e x t r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n s .  A n y  t w o  e x p r e s s i o n s  e l  a n d  
e2 a r e  s t r i c t l y  e m b e d d e d  i f  a n d  o n l y  i f  e l  n  e 2  =  c o n ( v ) .  
F i g .  2 . 9  s h o w s  t h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  e m b e d d i n g  e x a m p l e s  
o f  F i g .  2 . 8  w h i c h  c o v e r  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s ,  a c c u m u l a t i n g  
p a t t e r n s  a n d  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r s .  
e '  e  
e g  
e  6 '  
f l  x  
f 2  ( f l  X I )  
v  
{ v : = f 1  x }  { v : = f 2  ( f l  x ' ) )  
f l  x  f l  ( f 2  x ' )  
f l  v  
{ v  : =  x }  { v  : =  f ,  X I }  
f l  ( f 2  5 )  f l  ( f 2  ( f 2  2 ' ) )  
f l  ( f 2  V )  
{ v  : =  x }  { v  : =  f 2  2 ' )  
f l  Y  f l  ( f 2  ( f 2  Y ) )  f l  v  { v  : =  y }  
{ v  : =  f 2  ( f 2  Y ) }  
f l X X  f 1 ( f 2 x 1 ) ( f 2 x ' )  
f l V V  
{ v : = x )  { v : = f 2 x 1 )  
F i g u r e  2 . 9 :  E x a m p l e s  o f  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  
D u r i n g  s u p e r c o m p i l a t i o n ,  i f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  e  i s  a  s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  a  
p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n  e ' ,  t h e n  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  c o n t a i n s  a n  o b -  
s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  s u b t r e e  r o o t e d  a t  e  i s  r e p l a c e d  w i t h  t h e  
r e s u l t  o f  t r a n s f o r m i n g  t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e  i n  w h i c h  t h e  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  
c a l l  i s  e x t r a c t e d .  I f  e  i s  a  n o n - s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  e l ,  t h e n  t h e  s u b t r e e  r o o t e d  a t  e l  
i s  r e p l a c e d  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  t r a n s f o r m i n g  t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e ' .  
G e n e r a l i z a t i o n  i n t r o d u c e s  l e t  e x p r e s s i o n s  i n t o  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e .  T h e  n o r -  
m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  r u l e  a n d  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e  f o r  t h e  l e t  
e x p r e s s i o n  a r e  g i v e n  b y  t h e  r u l e s  ( N 8 )  a n d  ( 7 3 9 )  a s  s h o w n  i n  F i g .  2 . 1 0 .  
I n  r u l e  ( P 9 ) ,  a  t r e e  r o o t e d  a t  a  l e t  e x p r e s s i o n  w i t h  n  +  1  s u b t r e e s  i s  p r o c e s s e d .  
T h e  e x p r e s s i o n s  o b t a i n e d  b y  p r o c e s s i n g  t h e  s u b t r e e s  t l ,  .  .  .  ,  t ,  a r e  s u b s t i t u t e d  f o r  
t h e  v a r i a b l e s  v l  ,  .  .  .  ,  v ,  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  p r o c e s s i n g  t h e  l e f t m o s t  
s u b t r e e  t o .  
T h e  e x t r a c t  a n d  a b s t r a c t  o p e r a t i o n s  d e a l  w i t h  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  s t r i c t  a n d  
n o n - s t r i c t  e m b e d d i n g s  o f  e x p r e s s i o n s  r e s p e c t i v e l y ,  w i t h i n  t h e  p r o c e s s  t r e e .  
N u l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e , ]  r # ~  =  [ e g ,  e l , .  .  .  ,  e n ]  
( N 8 )  
? [ ( l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e , )  +  t o , .  .  .  , t n ]  
( 7 ' 9 )  
=  ( P [ t o ] )  { ~ l  : =  P i t 1 ] ,  .  .  . ,  v n  : =  P [ t n ] }  
F i g u r e  2 . 1 0 :  R u l e s  f o r  l e t  e x p r e s s i o n  
I n  a  s t r i c t  e m b e d d i n g  e '  Q  e ,  t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e  i s  o b t a i n e d  b y  e x t r a c t i n g  
t h e  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l  f r o m  e  u s i n g  t h e  e x t r a c t  o p e r a t i o n .  T h e  e x t r a c t i o n  o f  
a n  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l  e '  f r o m  a n  e x p r e s s i o n  e ,  d e n o t e d  b y  e '  t  e ,  i s  d e f i n e d  
b y  a p p l y i n g  t h e  f o l l o w i n g  r e w r i t e  r u l e s  t o  t h e  i n i t i a l  t r i p l e  ( 0 ,  e l ,  e ) .  
I  I  
( c o n ,  f  e l  .  .  .  e n ,  f  e l  .  .  .  e k )  
4  
( c o n ,  f  e l  . . .  e , , u n f o l d ( f l  e i  . . .  e k ) )  
4  
( c o n ,  f  e l  .  .  .  e n ,  c a s e  e b  o f  p l  :  e i l  .  .  .  l p k  :  e k )  
4  
( c a s e  c o n  o f  p l  :  e i l . .  .  l p k  :  e L ,  f  e l . .  . e n ,  e ; )  
T h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  a n  e x p r e s s i o n  e  r e s u l t i n g  f r o m  e x t r a c t i n g  a n  o b s t r u c t i n g  
f u n c t i o n  c a l l  f r o m  i t  i s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  e x t r a c t  o p e r a t i o n :  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 1 1  ( E x t r a c t  o p e r a t i o n )  
e x t r a c t ( e l ,  e )  =  l e t  v '  =  eh i n  ( e ,  { v  : =  c o n ( v ' ) ) ) 9 , ,  
i f  m a t c h ( e i ,  e ; )  
=  ( e g  { v  : =  c o n ( e ; ) ) )  O , ,  
o t h e r w i s e  
w h e r e  e '  n  e  =  ( e , ,  { v  : =  e l )  U  8 , 1 ,  { v  : =  e 2 )  U  8 , )  
e l  t  e 2  =  ( c o n ,  e i  ,  e ; )  
I n  t h e  a b o v e  e x t r a c t  f u n c t i o n ,  e l  a  e 2  a n d  B e t ,  8 ,  g i v e  o t h e r  s u b s t i t u t i o n s  f o r  
m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  e '  a n d  e  r e s p e c t i v e l y ,  w h i c h  d o  n o t  
i n v o l v e  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s .  
I f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  e  i s  a  n o n - s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  a  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  
e x p r e s s i o n  e l ,  t h e n  t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e '  i s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  a b s t r a c t  
o p e r a t i o n .  
D e f i n i t i o n  2 . 2 . 1 2  ( A b s t r a c t  o p e r a t i o n )  
a b s t r a c t ( e l ,  e )  =  l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  v, =  e n  i n  e g  
w h e r e  e '  f l  e  =  ( e g ,  { v l  : =  e l ,  .  .  .  ,  v, : =  e n ) ,  8 )  
I f  t h e  p a r t i a l l y  c o n s t r u c t e d  p r o c e s s  t r e e  t  c o n t a i n s  a  n o d e  P  =  c o n ( f )  i n  w h i c h  
t h e  r e d e x  i s  a  f u n c t i o n ,  s u p e r c o m p i l a t i o n  c h e c k s  f o r  t h e  o c c u r r e n c e  o f  a  r e p e a t  n o d e ,  
o r  e l s e  a p p l i e s  u n f o l d i n g  o r  a  g e n e r a l i z a t i o n  o p e r a t i o n .  T h e  g e n e r a l i z a t i o n  o p e r a t i o n  
i n t r o d u c e s  a  g e n e r a l i z a t i o n  n o d e  w i t h i n  t h e  p r o c e s s  t r e e ,  w h i c h  c o n t a i n s  t h e  g e n -  
e r a l i z e d  f o r m  o f  a n  e x p r e s s i o n .  T o  c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  w h i c h  c o n t a i n s  
r e p e a t  n o d e s  a n d  g e n e r a l i z a t i o n  n o d e s ,  s u p e r c o m p i l a t i o n  i s  m o r e  f o r m a l l y  d e f i n e d  
a s  s h o w n  i n  F i g .  2 . 1 1 .  
T [ P ]  4  =  i f  t  ( P )  =  c o n  ( f  )  
('7-1) 
t h e n  i f  3 a  E  a n c ( t ,  P ) . t ( a )  4  t ( P )  
t h e n  t { p  : =  t ( P )  - - +  a )  
e l s e  i f  3 a  E  a n c ( t ,  P ) . t ( a )  
t ( P )  
t h e n  i f  t ( a )  a  t ( P )  
t h e n  t { p  : =  T [ e x t r a c t ( t ( a ) ,  t ( @ ) ) ]  4 )  
e l s e  t { a  : =  T [ a b s t r a c t ( t ( a ) ,  t ( @ ) ) ]  4 )  
e l s e  t { D  : =  t ( P )  +  T [ u n f o l d ( t ( P ) )  
4 )  
e l s e  t { P  : =  t ( P )  +  T i e l ]  4 , .  .  .  , T i e n ]  4 )  w h e r e  h / [ e ]  4  =  [ e l , .  .  .  ,  e n ]  
F i g u r e  2 . 1 1 :  A l g o r i t h m  o f  s u p e r c o m p i l a t i o n  
E x a m p l e  7  ( G e n e r a l i z a t i o n  o f  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r )  
T h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n  r e v a  x s  N i l  f o r  t h e  p r o g r a m  g i v e n  i n  F i g .  2 . 2  
e n c o u n t e r s  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  e x p r e s s i o n s  r e v a  x s  N i l ,  r e v a  x s '  ( C o n s  x  N i l ) ,  
r e v a  x s "  ( C o n s  X I  ( C o n s  x  N i l ) ) ,  .  .  . .  T h i s  w i l l  c a u s e  n o n - t e r m i n a t i o n  o f  t h e  
t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e s s  i f  g e n e r a l i z a t i o n  i s  n o t  p e r f o r m e d .  
W e  c a n  s e e  t h a t  r e v a  x s '  ( C o n s  x  N i l )  i s  a  n o n - s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  r e v a  x s  N i l .  
S o ,  t h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  o f  r e v a  x s  N i l  a n d  r e v a  x s '  ( C o n s  x  N i l )  i s  
p e r f o r m e d  t o  a c h i e v e  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  p r o c e s s ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  
t h e  t r i p l e  ( r e v a  x s  v ,  { v  : =  N i l ) ,  { v  : =  C o n s  x  N i l ) ) .  
N o w ,  t h e  s u b t r e e  r o o t e d  a t  r e v a  x s  N i l  i s  r e p l a c e d  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  t r a n s f o r m i n g  
t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  l e t  v  =  N i l  i n  r e v a  x s  v .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  w h i c h  i s  s h o w n  i n  F i g .  2 . 1 2 .  
l e t  v  =  N i l  i n  r e v a  x s  v  
( G I )  
c a s e  x s  o f  
\  
\  
I  r e v a  X S '  ( C o n s  x  2 1 )  
( R 1 )  I
N i l  :  v  
I  C o n s  x  x s '  :  r e v a  x s '  ( C o n s  x  v )  
F i g u r e  2 . 1 2 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  f o r  T b r e v a  x s  N i l ]  
\  
\  
\  
I  
T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  c o n t a i n s  a  g e n e r a l i z a t i o n  n o d e  ( G I ) ,  a  f u n c t i o n  n o d e  
( F l )  a n d  a  r e p e a t  n o d e  ( R 1 ) .  D u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  n o d e  ( F l ) ,  
t h e  r e p e a t  n o d e  ( R 1 )  i s  c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  i n s t a n c e  r e v a  x s '  ( C o n s  x  v )  
o f  t h e  a n c e s t o r  e x p r e s s i o n  r e v a  x s  v .  
T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  'P t o  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  2 . 1 2  i n t r o d u c e s  a  l o c a l  f u n c t i o n  f O  d e f i n e d  w i t h  a  l e -  
t r e c  e x p r e s s i o n  a n d  t h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h i s  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e .  
l e t r e c  f O  =  X x s . X v . c a s e  x s  o f  
N i l  :  v  
I  C o n s  x  x s ' :  f O  x s '  ( C o n s  x  v )  
i n  f O  x s  N i l  
2 . 3  I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  
T h e  p r o o f s  o f  m o s t  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s  h a v e  a  s i m i l a r  o v e r a l l  s t r u c t u r e .  T o  p r o v e  
a n  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e ,  o n e  n e e d s  t o  s e l e c t  a n  i n d u c t i o n  s c h e m a ,  a n d  a n  i n d u c t i o n  
h y p o t h e s i s  f o r  f e r t i l i z a t i o n .  T h e  p r o o f s  o f  s o m e  c o n j e c t u r e s  m a y  r e q u i r e  i n t e r m e d i a t e  
l e m m a s ,  o r  a  m o r e  g e n e r a l i z e d  f o r m u l a  m a y  n e e d  t o  b e  g e n e r a t e d  a n d  p r o v e d  t o  
p r o v e  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e .  S o m e t i m e s ,  t h e  i n f o r m a t i o n  o b t a i n e d  f r o m  f a i l e d  p r o o f  
a t t e m p t s  i s  u s e d  p r o d u c t i v e l y  t o  g i v e  a  s u c c e s s f u l  p r o o f  o f  s u c h  c o n j e c t u r e s .  T h e  
s e l e c t i o n  o f  a n  i n d u c t i o n  v a r i a b l e ,  i n d u c t i o n  t e r m  a n d  g e n e r a t i o n  of t h e  i n d u c t i o n  
h y p o t h e s i s  a r e  c o d i f i e d  a s  a  h e u r i s t i c  t o  i n c o r p o r a t e  a n  i n d u c t i o n  r u l e  i n t o  a  p r o o f  
s y s t e m  t h a t  h a s  a  g r e a t e r  c h a n c e  o f  s u c c e s s  i n  f i n d i n g  s u c c e s s f u l  p r o o f s  f o r  i n d u c t i v e  
c o n j e c t u r e s .  R e c u r s i o n  a n a l y s i s  [ 8 ]  i s  o n e  s u c h  h e u r i s t i c  w h i c h  i s  u s e d  i n  e x p l i c i t  
i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s .  
L o g i c  p r o v i d e s  a  l o w - l e v e l  e x p l a n a t i o n  o f  a  m a t h e m a t i c a l  p r o o f  b y  s h o w i n g  t h e  
p r o o f  a s  a  s e q u e n c e  o f  s t e p s ,  b u t  a  h i g h - l e v e l  u n d e r s t a n d i n g  i s  a l s o  n e e d e d  t o  e x p l a i n  
m a n y  c o m m o n  o b s e r v a t i o n s  a b o u t  t h e  m a t h e m a t i c a l  p r o o f s  t o  c o m p l e m e n t  t h e  l o w -  
l e v e l  u n d e r s t a n d i n g .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  c a p t u r e  t h e  c o m m o n  s t r u c t u r e  i n  p r o o f s  b y  
c o l l e c t i n g  s i m i l a r  p r o o f s  i n t o  f a m i l i e s  h a v i n g  s i m i l a r  s t r u c t u r e  [ 1 4 ] .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  
c o m m o n  s t r u c t u r e s  i n  t h e o r e m s  t h a t  r e q u i r e  i n d u c t i o n  t o  p r o v e  t h e m ,  a r e  c l a s s i f i e d  
i n t o  o n e  f a m i l y .  T h i s  c o m m o n  s t r u c t u r e  i s  t h e n  i m p l e m e n t e d  a s  a n  i n d u c t i o n  h e u r i s -  
t i c ,  a n d  i s  u s e d  t o  g u i d e  t h e  p r o o f s  a b o u t  s u c h  t h e o r e m s .  A  p r o o f  p l a n  r e p r e s e n t s  
t h e  o v e r a l l  u n d e r s t a n d i n g  o f  s u c h  a  p r o o f .  
2 . 3 . 1  R e c u r s i o n  A n a l y s i s  
E x p l i c i t  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s  u s e  i n d u c t i o n  r u l e s  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  t h e o r e m s .  
B o y e r  a n d  M o o r e  e x p l o i t e d  t h e  r e c u r s i o n - i n d u c t i o n  d u a l i t y  a n d  i m p l e m e n t e d  a  t h e -  
o r e m  p r o v e r  u s i n g  s t r u c t u r a l  i n d u c t i o n  t o  p r o v e  t h e o r e m s  a b o u t  r e c u r s i v e  L I S P  
f u n c t i o n s  b y  e v a l u a t i o n  a n d  f e r t i l i z a t i o n  u s i n g  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  [ 7 ] .  B M T P  
[ 8 ,  91 u s e s  e x p l i c i t  i n d u c t i o n  r u l e s  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  t h e o r e m s .  R e c u r s i o n  a n a l y s i s  i s  
t h e  p r o c e s s  o f  c o n s t r u c t i n g  a n  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  r u l e  a n d  s u g g e s t i n g  t h e  i n d u c -  
t i o n  v a r i a b l e ( s )  f o r  a  c o n j e c t u r e .  B o y e r  a n d  M o o r e  i n v e n t e d  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  [ 8 ]  
t o  u s e  i n  B M T P .  I t  w a s  s t u d i e d  a n d  e x t e n d e d  b y  S t e v e n s  [ 9 7 ]  a n d  W a l t h e r  [ I 0 8 1  f o r  
g e n e r a l i z i n g ,  c o m b i n i n g  a n d  r e f i n i n g  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n s .  W e  d e s c r i b e  r e c u r s i o n  
a n a l y s i s  f o r  t h e  f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e  u s i n g  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  o f  e v e n  ( $ 1 . 4 . 1 )  
w h i c h  i s  a d o p t e d  f r o m  [ 1 5 ] :  
' d x  :  n a t . ' d y  :  n a t . e v e n ( x )  A  e v e n ( y )  ?r e v e n ( x  +  y )  
R e c u r s i o n  a n a l y s i s  w o r k s  b y  r e c u r s i o n - i n d u c t i o n  d u a l i t y .  I t  a n a l y s e s  e a c h  o f  t h e  
r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  c o n j e c t u r e  t o  b e  p r o v e d  t o  c o n s t r u c t  a n  i n d u c t i o n  
r u l e .  
T h e  p r e l i m i n a r y  a n a l y s i s  o u t p u t s  n  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n s  f r o m  a  c o n j e c t u r e  
c o n s i s t i n g  o f  n  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s .  E a c h  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n  c o n s i s t s  o f  
a n  i n d u c t i o n  s c h e m e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r e c u r s i o n  s c h e m e  o f  t h e  f u n c t i o n  
a n a l y s e d  a n d  a  p o t e n t i a l  i n d u c t i o n  v a r i a b l e .  T h e  b a s e  e q u a t i o n s  o f  e a c h  
r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  g e n e r a t e  t h e  b a s e  p r e m i s e s  o f  t h e  i n d u c t i o n  r u l e ,  a n d  t h e  
r e c u r s i v e  e q u a t i o n s  g e n e r a t e  t h e  s t e p  p r e m i s e s .  T h u s ,  t h e  f o l l o w i n g  i n d u c t i o n  
s c h e m e  i s  s u g g e s t e d  f o r  t h e  e v e n  p r e d i c a t e .  
r  k  P ( 0 )  
I? t  P ( S u c c ( 0 ) )  I ? ,  n '  :  n a t ,  P ( n l )  k  P ( S u c c ( S u c c ( n l ) ) )  
r , n :  n a t  t  P ( n )  
a  B M T P  [ 9 ]  s u g g e s t s  i n d u c t i o n  b a s e d  o n  a  m e a s u r e  o f  t h e  f o r m a l  p a r a m e t e r s  o f  
t h e  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  a p p e a r i n g  i n  t h e  c o n j e c t u r e  b y  i n s p e c t i n g  w h i c h  a r g u -  
m e n t s  a r e  d e c r e a s i n g  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l .  T h e  d e c r e a s i n g  f o r m a l  a r g u m e n t s  o f  
a  f u n c t i o n  a r e  c a l l e d  r e c u r s i v e  a r g u m e n t s .  T h i s  s u g g e s t s  a l l  o f  t h e  d e c r e a s i n g  
v a r i a b l e s  o f  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  a s  c a n d i d a t e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s .  T h e  n o n -  
v a r i a b l e  a r g u m e n t s  a r e  e x c l u d e d  f r o m  t h e  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  p r o c e s s  t o  s u g g e s t  
i n d u c t i o n  e v e n  t h o u g h  t h e  f o r m a l  a r g u m e n t s  a r e  d e c r e a s i n g .  
a  O n c e  t h e  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n s  a r e  o b t a i n e d ,  t h e  s y s t e m  t r i e s  t o  m e r g e  t h e m  
t o  a c c o m m o d a t e  a l l  o f  t h e  f u n c t i o n s .  F i n a l l y ,  a  s u i t a b l e  i n d u c t i o n  i s  c h o s e n  
f o r  t h e  c o n j e c t u r e  b y  u s i n g  v a r i o u s  h e u r i s t i c s .  
T h e  o c c u r r e n c e  o f  a  v a r i a b l e  i n  t h e  r e c u r s i v e  a r g u m e n t  p o s i t i o n  o f  a  f u n c t i o n  i s  
c a l l e d  u n f l a w e d ,  a n d  t h e  o c c u r r e n c e  i n  t h e  n o n - r e c u r s i v e  a r g u m e n t  p o s i t i o n  i s  c a l l e d  
a  J a w e d  o c c u r r e n c e .  O n l y  t h e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  w h i c h  h a v e  n o  f l a w e d  
o c c u r r e n c e s  a r e  s e l e c t e d  a s  c a n d i d a t e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s .  
I n  t h e  a b o v e  c o n j e c t u r e ,  e v e n  r e c u r s e s  o v e r  i t s  s i n g l e  a r g u m e n t  i n  2  s t e p s ,  a n d  +  
i s  a  s i n g l e - s t e p p i n g  r e c u r s i v e l y  d e f i n e d  f u n c t i o n  ( 5 1 . 4 . 1 )  w h i c h  r e c u r s e s  o v e r  i t s  f i r s t  
a r g u m e n t  x .  T h e  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n s  a r e  s u m m a r i s e d  i n  T a b l e  2 . 1 .  
I n d u c t i o n  v a r i a b l e s  F u n c t i o n s  S c h e m a  R e c u r s i o n  t e r m  S t a t u s  
x  e v e n  
2  s t e p  S u c c ( S u c c ( x ) )  
u n f l a w e d  
Y  e v e n  2  s t e p  
S u c c ( S u c c ( y ) )  f l a w e d  
x  +  1  s t e p  
S u c c ( x )  s u b s u m e d  
T a b l e  2 . 1 :  I n d u c t i o n  s u g g e s t i o n s  b y  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  
I n  t h e  r a w  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n s ,  t w o  d i f f e r e n t  i n d u c t i o n  s c h e m a t a :  a  2 - s t e p  
a n d  a  1 - s t e p  s c h e m a  a r e  s u g g e s t e d  f o r  t h e  v a r i a b l e  x  f o r  t h e  f u n c t i o n s  e v e n  a n d  
p l u s  r e s p e c t i v e l y .  T h e  2 - s t e p  s c h e m a  s u b s u m e s  t h e  1 - s t e p  i n d u c t i o n .  A s  y  h a s  a  
f l a w e d  o c c u r r e n c e  i n  t h e  t e r m  x  +  y ,  t h e  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n  i s  c a n c e l l e d  ( a s  u n -  
f l a w e d  i n d u c t i o n  i s  a v a i l a b l e ) .  T h e  p r o b l e m  w i t h  t h e  f l a w e d  o c c u r r e n c e s  i s  t h a t  i f  
s u c h  o c c u r r e n c e s  a r e  s u b s t i t u t e d  i n  t h e  i n d u c t i o n  t e r m ,  t h e s e  o c c u r r e n c e s  c a n n o t  
b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  w h i c h  p r e v e n t s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  s t r o n g  
f e r t i l i z a t i o n .  S o ,  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  s u g g e s t s  t h e  2 - s t e p  i n d u c t i o n  r u l e  a n d  t h e  i n -  
d u c t i o n  v a r i a b l e  x  a s  t h e  f i n a l  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n  f o r  t h e  a b o v e  c o n j e c t u r e .  U s i n g  
t h e  f i n a l  i n d u c t i o n  s u g g e s t i o n ,  t h e  b a s e  a n d  s t e p  c a s e s  a r e  f o r m e d  f r o m  t h e  i n p u t  
c o n j e c t u r e .  T h e  b a s e  a n d  r e c u r s i v e  e q u a t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  a r e  u s e d  a s  r e w r i t e  
r u l e s  t o  r e w r i t e  t h e s e  n e w l y  f o r m e d  g o a l s .  
I f  a l l  o f  t h e  a v a i l a b l e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  a r e  f l a w e d ,  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  s u g g e s t s  
a l l  o f  t h e m  a s  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s .  I n  t h e  c a s e s  w h e r e  t h e  r e q u i r e d  i n d u c t i o n  c a n n o t  
b e  s u g g e s t e d  f r o m  t h e  r e c u r s i o n  o f  t h e  f u n c t i o n s  a p p e a r i n g  i n  t h e  c o n j e c t u r e ,  a n  
e x t e n s i o n  o f  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  i s  d e v e l o p e d  t o  s u g g e s t  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  a s  
p r e s e n t e d  i n  [ 1 9 ] .  R e c u r s i o n  a n a l y s i s  a l s o  d o e s  n o t  p e r f o r m  w e l l  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  
e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  [ 6 8 ] .  
2 . 3 . 2  R i p p l i n g  
R i p p l i n g  [ 1 3 ,  1 5 ,  1 8 ,  2 3 1  i s  a  p o w e r f u l  p r o o f  t e c h n i q u e  i n  g u i d i n g  t h e  s e a r c h  f o r  
a n  i n d u c t i v e  p r o o f  u s i n g  e x p l i c i t  i n d u c t i o n .  T h e  r i p p l i n g  t e c h n i q u e  p r e s e n t e d  i n  
[ 2 3 ]  i s  s t a t i c  a s  t h e  w a v e - r u l e s  a r e  f o r m e d  f r o m  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s ,  l e m m a s ,  
a n d  e q u i v a l e n c e s .  I t  u s e s  m e t a - l e v e l  a n n o t a t i o n s  c a l l e d  w a v e - f r o n t s  t o  i n d i c a t e  t h e  
m i s m a t c h  b e t w e e n  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  a n d  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i n  t h e  s t e p  
c a s e .  I n  t h e  s t e p  c a s e  o f  a n  i n d u c t i v e  p r o o f ,  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  d i f f e r s  f r o m  t h e  
i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  c o n s t r u c t o r s  ( i . e . ,  i n d u c t i o n  t e r m s )  a n d  w a v e -  
f r o n t s .  T h e  w a v e - f r o n t  r e p r e s e n t s  t h e  i n d u c t i o n  t e r m ,  a n d  t h e  w a v e - h o l e  r e p r e s e n t s  
t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e .  F o r  p r e s e n t a t i o n  p u r p o s e s ,  w e  u s e  b o x e s  t o  r e p r e s e n t  w a v e -  
f r o n t s ,  a n d  u n d e r l i n e s  ( - )  t o  r e p r e s e n t  w a v e - h o l e s .  A n  a n n o t a t e d  t e r m  i s  c a l l e d  
a  w a v e  t e r m .  F o r  e x a m p l e ,  e v e n ( d o u b 1  e ( l  S u c c ( 3 )  b )  i s  a n  a n n o t a t e d  w a v e  t e r m ,  
w h i c h  i s  t h e  a n n o t a t e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  f o r  t h e  c o n j e c t u r e  e v e n ( d o u b l e ( n ) ) .  
W i t h i n  t h e  a n n o t a t e d  t e r m ,  I S u e e ( , )  i s  t h e  w a v e - f r o n t  a n d  n  i s  t h e  w a v e - h o l e .  
W e  u s e  t h e  f o l l o w i n g  t e r m i n o l o g i e s  t o  d e s c r i b e  t h e  r i p p l i n g  p r o c e s s .  M o r e  f o r m a l  
d e f i n i t i o n s  o f  t h e s e  t e r m i n o l o g i e s  a r e  a v a i l a b l e  i n  1 2 3 ,  1 8 ,  1 5 ,  8 5 1 .  
W a v e - f r o n t s  c o n t a i n  f u n c t i o n s  a n d  a r r o w s  4  t o  i n d i c a t e  t h e  d i r e c t i o n s  o f  
m o v e m e n t .  T h e  f  i n d i c a t e s  t h e  o u t w a r d  d i r e c t e d  w a v e f r o n t  a n d  4  i n d i c a t e s  t h e  
i n w a r d  d i r e c t e d  w a v e f r o n t .  R e w r i t i n g  o f  t h e  a n n o t a t e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  u s i n g  
t h e  w a v e - r u l e s  w i l l  m o v e  t h e  w a v e - f r o n t s  i n  t h e  i n d i c a t e d  d i r e c t i o n .  
D e f i n i t i o n  2 . 3 . 1  ( S k e l e t o n )  
T h e  p a r t s  o f  t h e  a n n o t a t e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  d e l e t i n g  t h e  w a v e - f r o n t s  a n d  t h e i r  
c o n t e n t s ,  b u t  r e t a i n i n g  t h e  c o n t e n t s  o f  t h e  w a v e - h o l e s  a r e  c a l l e d  t h e  s k e l e t o n .  T h i s  
s k e l e t o n  w i l l  b e  a  r e n a m i n g  o f  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s .  
F o r  e x a m p l e ,  t h e  d e l e t i o n  o f  t h e  w a v e - f r o n t  f r o m  t h e  a n n o t a t e d  i n d u c -  
t i o n  c o n c l u s i o n  e v e n ( d o u b 1  e ( (  S u c c ( n )  1 ) )  w i l l  c o n s t r u c t  t h e  s k e l e t o n  e v e n  ( d o u b l  e ( n ) )  .  
T h e  w a v e - r u l e s  a r e  a n n o t a t e d  r e w r i t e  r u l e s  f o r m e d  f r o m  t h e  s t e p  c a s e s  o f  r e -  
c u r s i v e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s ,  n o n - r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s ,  l e m m a s  a n d  e q u i v a l e n c e s .  
T h e  a n n o t a t e d  w a v e  r u l e s  a r e  a p p l i e d  s u c c e s s i v e l y  t o  r e w r i t e  t h e  a n n o t a t e d  i n -  
d u c t i o n  c o n c l u s i o n  w h i l e  p r e s e r v i n g  t h e  s k e l e t o n ,  s o  t h a t  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  
i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s  f o u n d  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  w h i c h  e n -  
a b l e s  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  t o  b e  p e r f o r m e d .  A  d y n a m i c  v e r s i o n  o f  r i p p l i n g  h a s  a l s o  
b e e n  d e v e l o p e d  1 9 2 1 .  R i p p l i n g  c a n  a l s o  a p p l y  a n y  o f  t h e  t e c h n i q u e s ,  s u c h  a s  w e a k  
f e r t i l i z a t i o n ,  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  c u r r e n t  g o a l ,  o r  d i s c o v e r i n g  l e m m a s  t o  u n b l o c k  
r i p p l i n g .  R i p p l i n g  h a s  a l s o  b e e n  e x t e n d e d  t o  h a n d l e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  f o r  p r o -  
g r a m  s y n t h e s i s  i n  t h e  w o r k  o n  m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  [ 6 8 ]  f r o m  s y n t h e s i s  c o n j e c t u r e s  
e x p r e s s e d  a s  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s .  
R i p p l i n g  i s  u s e d  t o  h e l p  s e l e c t  a n  a p p r o p r i a t e  f o r m  o f  i n d u c t i o n  f o r  a  c o n j e c t u r e  
t o  b e  p r o v e d .  V a r i o u s  f o r m s  o f  r i p p l i n g  s u c h  a s  r i p p l i n g - o u t ,  r i p p l i n g - i n ,  r i p p l i n g -  
s i d e w a y s  a n d  r i p p l i n g - a c r o s s  h a v e  b e e n  e m b o d i e d  i n  t h e  g e n e r a l i z e d  r i p p l e  t a c t i c  a s  
s p e c i a l  c a s e s  t o  e x t e n d  t h e  r a n g e  o f  t h e o r e m s  t o  b e  p r o v e d .  A l l  o f  t h e s e  t e c h n i q u e s  
a r e  d e s c r i b e d  i n  1 2 3 1 .  T o  g i v e  a n  a c c o u n t  o f  h o w  r i p p l i n g  w o r k s ,  w e  g i v e  a n  o v e r v i e w  
o f  t h e  r i p p l i n g - o u t  t e c h n i q u e .  
R i p p l i n g  O u t  
R i p p l i n g  o u t  i s  a  h e u r i s t i c  c o n t r o l  t e c h n i q u e  o f  s t e p  c a s e  p r o o f s  i n  m a t h e m a t i c a l  
i n d u c t i o n .  I n  t h e  r i p p l e - o u t  t e c h n i q u e ,  a  t a c t i c  i s  u s e d  t o  m a n i p u l a t e  t h e  i n d u c t i o n  
c o n c l u s i o n  u s i n g  w a v e - r u l e s ,  s o  t h a t  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  
i s  f o u n d  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n .  T h e n ,  u s i n g  t h e  i n d u c t i o n  
h y p o t h e s i s ,  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i s  f e r t i l i z e d ,  w h i c h  c o m p l e t e s  t h e  s t e p  c a s e  
p r o o f .  
C o n s i d e r  t h e  p r o o f  o f  t h e  a s s o c i a t i v i t y  of a p p e n d  f o r  l i s t s  o f  n a t u r a l  n u m b e r s ,  
w h i c h  w e  a d o p t e d  f r o m  [ 1 5 ] .  I n  d e m o n s t r a t i n g  t h e  e x a m p l e ,  w e  u s e  t h e  s y n t a x  a s  
p r e s e n t e d  i n  [ 1 5 ] .  
V x s  :  l i s t ( n a t ) . V y s  :  l i s t ( n a t ) . V z s  :  l i s t ( n a t ) . x s  < >  ( y s  < >  2 s )  =  ( x s  < >  y s )  < >  z s  
R i p p l e  a n a l y s i s  s u g g e s t s  a  1 - s t e p  l i s t  i n d u c t i o n  o n  x s .  T h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  
i s :  t  < >  ( y s  < >  z s )  =  ( t  < >  y s )  < >  z s  w h e r e  t  i s  a n y  l i s t  o f  t y p e  l i s t ( n a t ) .  
W e  s k i p  t h e  b a s e  c a s e  p r o o f  h e r e  a s  i t  i s  t r i v i a l .  I n  t h e  s t e p  c a s e ,  t h e  i n d u c t i o n  
c o n c l u s i o n  i s :  
k  [::f < >  ( y s  < >  2 s )  =  ( p z h  < >  y s )  < >  2 s  
T h e  f o l l o w i n g  w a v e - r u l e s  a r e  u s e d  i n  t h e  s t e p  c a s e  p r o o f .  
T h e s e  w a v e - r u l e s  a r e  a n n o t a t e d  v e r s i o n s  o f  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n  o f  < >  a n d  
t h e  r e p l a c e m e n t  r u l e  f o r  : :  [ 1 5 ] .  A p p l y i n g  w a v e - r u l e s  ( 2 . 1 )  a n d  ( 2 . 2 )  t o  t h e  a n n o t a t e d  
i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  p r o o f  s t e p s  i n  t h e  s t e p  c a s e .  
h  : :  t  < >  ( y s  < >  x s )  
h  : :  ( t  < >  y s )  < >  z s  
s < >  z s )  =  ( t  < >  y s )  < >  z s  
N o w ,  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  s i m p l i -  
f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n ,  a n d  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d  t o  o b t a i n  h  =  h  A  T .  
T h i s  i s  s i m p l i f i e d  t o  T ,  w h i c h  c o m p l e t e s  t h e  s t e p  c a s e  p r o o f .  
R i p p l e  A n a l y s i s  
R i p p l e  a n a l y s i s  i s  t h e  r a t i o n a l  r e c o n s t r u c t i o n  a n d  e x t e n s i o n  o f  t h e  h e u r i s t i c s  u s e d  
i n  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  a s  i m p l e m e n t e d  i n  B M T P  t o  s e l e c t  t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  
a n d  s c h e m e s  [ 1 9 ] .  R i p p l e  a n a l y s i s  p e r f o r m s  a  o n e - l e v e l  l o o k - a h e a d  i n t o  t h e  r i p p l i n g  
p r o c e s s  t o  s e e  w h a t  i n d u c t i o n  r u l e s  w o u l d  p e r m i t  t h e  i n i t i a l  s t a g e  o f  r i p p l i n g  t o  t a k e  
p l a c e  [ 1 5 ] .  I t  i s  o b s e r v e d  t h a t  t h e  f l a w e d  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  ( a s  d e f i n e d  b y  r e c u r s i o n  
a n a l y s i s )  i n  s o m e  c o n j e c t u r e s  g i v e  r i s e  t o  s u c c e s s f u l  p r o o f s ,  w h e r e a s  t h e  u n f l a w e d  
o n e s  c a u s e  p r o o f  f a i l u r e s .  
R i p p l e  a n a l y s i s  u s e s  a l l  o f  t h e  a v a i l a b l e  w a v e - r u l e s  t o  s u g g e s t  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  
a n d  r u l e s .  T h e  w a v e - f r o n t s  i n  t h e s e  w a v e - r u l e s  s u g g e s t  t h e  f o r m  o f  i n d u c t i o n .  T h i s  
a l l o w s  t h e  u s e  o f  a n y  f u n c t i o n  a r g u m e n t s  a s  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  p r o v i d e d  t h e r e  i s  
a  w a v e - r u l e  i n  w h i c h  t h i s  a r g u m e n t  c o n t a i n s  a  w a v e - f r o n t .  T h u s ,  r i p p l e  a n a l y s i s  
c a n  s u g g e s t  a n  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  e v e n  i f  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  f a i l s ,  w h i c h  a l l o w s  
r i p p l i n g  t o  p r o v e  m o r e  t h e o r e m s .  
T e r m i n a t i o n  o f  R i p p l i n g  
T h e  v a r i o u s  f o r m s  o f  r i p p l i n g  d i r e c t  a n d  r e s t r i c t  t h e  s e a r c h  f o r  a n  i n d u c t i v e  p r o o f  
t o  a v o i d  c o m b i n a t o r i a l  e x p l o s i o n .  R i p p l i n g  m o v e s  t h e  w a v e - f r o n t  o u t w a r d s  u n t i l  
i t  i s  " b e a c h e d " .  T h e  p r o o f  o f  t e r m i n a t i o n  o f  r i p p l i n g  i s  b a s e d  o n  a  w e l l - f o u n d e d  
m e a s u r e  t h a t  d e c r e a s e s  w h e n  o u t w a r d  d i r e c t e d  w a v e - f r o n t s  m o v e  t o w a r d s  t h e  r o o t  
o f  a  t e r m ,  a n d  i n w a r d  d i r e c t e d  w a v e - f r o n t s  m o v e  t o w a r d s  t h e  l e a v e s .  A  t e r m i n a t i o n  
p r o o f  f o r  r i p p l i n g  i s  g i v e n  i n  [ 2 3 ,  3 ,  2 1 .  I n  v e r i f i c a t i o n  a n d  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  u s i n g  
m e t a - v a r i a b l e s  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i e r s ,  r i p p l i n g  m a y  n o t  t e r m i n a t e  [ 2 3 ] .  
A d v a n t a g e s  o f  R i p p l i n g  
T h e  m a i n  a d v a n t a g e s  o f  r i p p l i n g  c o m p a r e d  t o  c o n v e n t i o n a l  r e w r i t i n g s  a r e  d e s c r i b e d  
a s  f o l l o w s  [ 1 5 ] :  
1 .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  w a v e - r u l e s  t o  a n  a n n o t a t e d  t e r m  b a s e d  o n  w a v e  a n n o -  
t a t i o n s  m a t c h  i s  s k e l e t o n  p r e s e r v i n g ,  a n d  t h i s  a l w a y s  t e r m i n a t e s .  
2 .  R i p p l i n g  p r o v i d e s  a  u s e f u l  h e u r i s t i c  g u i d a n c e  i n  f a i l e d  p r o o f  a t t e m p t s  b y  s u g -  
g e s t i n g  p a t c h e s  t o  a  p a r t i a l  p r o o f ,  w h i c h  h e l p  i n  t h e  s e l e c t i o n  o f  l e m m a s ,  i n -  
d u c t i o n  r u l e  c h o i c e  a n d  g e n e r a l i z a t i o n .  
2 . 3 . 3  P r o o f  P l a n n i n g  
T h e  r a t i o n a l e  b e h i n d  p r o o f  p l a n n i n g  [ 1 3 ,  1 4 ,  5 2 1  i s  t o  g u i d e  a n  i n d u c t i v e  t h e o r e m  
p r o v e r  i n  t h e  s e a r c h  f o r  a  p r o o f  l e a d i n g  t o  a  p r o b a b l e  s u c c e s s ,  a n d  p r e d i c t i n g  p r o b a b l e  
f a i l u r e s  b y  m a k i n g  u s e  o f  e x p l i c i t  p l a n s  s o  t h a t  t h e  p r o o f  p r o c e s s  c a n  b e  m a n a g e d  
u s i n g  d i f f e r e n t  h e u r i s t i c s  t o  o b t a i n  a  s u c c e s s f u l  p r o o f .  A  p r o o f  p l a n  i s  a n  o u t l i n e  o r  
t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  s t r a t e g y  f o r  c o n t r o l l i n g  a  w h o l e  p r o o f ,  o r  a  l a r g e  p a r t  o f  a  
p r o o f .  
P r o o f  p l a n s  c a n  p r o v i d e  a  h i g h - l e v e l  u n d e r s t a n d i n g  o f  a  p r o o f  t o  e a s e  t h e  p r o c e s s  
o f  a u t o m a t i c  r e a s o n i n g .  P r o o f  p l a n s  a r e  c o n s t r u c t e d  t o  c a p t u r e  t h e  c o m m o n  s t r u c -  
t u r e  i n  p r o o f s  b y  c o l l e c t i n g  s i m i l a r  p r o o f s  i n t o  f a m i l i e s  h a v i n g  s i m i l a r  s t r u c t u r e .  
T h e  s e a r c h  t o w a r d s  a  s u c c e s s f u l  i n d u c t i v e  p r o o f  r e q u i r e s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  v a r i -  
o u s  h e u r i s t i c s  i n  a n  o r d e r e d  s e q u e n c e ,  f o r  e x a m p l e ,  i n d u c t i o n ,  s y m b o l i c  e v a l u a t i o n ,  
u n f o l d i n g ,  r i p p l e - o u t ,  f e r t i l i z a t i o n  e t c .  A l l  o f  t h e s e  h e u r i s t i c s  c a n  b e  i m p l e m e n t e d  
a s  p r o g r a m s  c a l l e d  t a c t i c s  w h i c h  w i l l  c o n t r o l  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r e w r i t e  r u l e s  t o  
c o n t r o l  t h e  s e a r c h  f o r  a  p r o o f .  
A  p r o o f  p l a n  i s  a  t r e e  c o n s i s t i n g  o f  c u s t o m i s e d  t a c t i c s  b a s e d  o n  t h e  c u r r e n t  
t h e o r e m  t o  b e  p r o v e d  t o  d i r e c t  t h e  s e a r c h  f o r  a  p r o o f ,  w h i c h  i s  u s e d  t o  r e a s o n  a b o u t  
t h e  c u r r e n t  c o n j e c t u r e ,  a v a i l a b l e  m e t h o d s  t o  p r o v e  i t ,  a n d  t o  f a c i l i t a t e  t h e  f l e x i b l e  
a p p l i c a t i o n  o f  t h e  p l a n .  
C o m p o n e n t s  o f  a  P r o o f  P l a n  
A  p r o o f  p l a n  c o n s i s t s  o f  t w o  p a r t s :  t a c t i c  a n d  m e t h o d .  
a  T a c t i c :  T h i s  i s  a  p r o c e d u r e  t h a t  a p p l i e s  a  s e q u e n c e  o f  r u l e s  o f  i n f e r e n c e  a t  t h e  
o b j e c t  l e v e l .  H i g h - l e v e l  t a c t i c s  a r e  d e f i n e d  b y  c o m b i n i n g  l o w e r - l e v e l  s u b - t a c t i c s .  
a  M e t h o d :  T h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  a  t a c t i c  i s  c a l l e d  a  m e t h o d .  I t  i s  a  f r a m e  c o n t a i n -  
i n g  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  p r e c o n d i t i o n s  f o r  t h e  a t t e m p t e d  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  
t a c t i c ,  a n d  e f l e c t s  o f  t h e  s u c c e s s f u l  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t a c t i c .  
I f  t h e  s y n t a c t i c  s t r u c t u r e  o f  a n  i n p u t  f o r m u l a  m a t c h e s  t h e  p r e c o n d i t i o n s  s p e c i f i e d  
i n  t h e  m e t a - l o g i c  o f  a  m e t h o d ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  t a c t i c  w i l l  b e  a p p l i c a b l e .  
T a c t i c  S p e c i f i c a t i o n s  
A  m e t h o d  e x p r e s s e s  t h e  s p e c i f i c a t i o n s  o f  a  t a c t i c  w i t h  a  l i s t  o f  s l o t s  i n  t h e  f r a m e .  
F i g .  2 . 1 3  l i s t s  t h e  b a s i c  s l o t s  o f  a  m e t h o d  s p e c i f y i n g  a  t a c t i c  i n  g e n e r a l .  E a c h  o f  t h e s e  
s l o t s  c o n t a i n s  a  f o r m u l a  i n  t h e  s o r t e d  m e t a - l o g i c ,  a n d  s h o w s  t h e  s y n t a c t i c  p r o p e r t i e s  
o f  t h e  i n p u t  f o r m u l a  b e f o r e  a n d  a f t e r  t h e  t a c t i c  a p p l i c a t i o n .  
E a c h  t a c t i c  h a s  i t s  o w n  m e t h o d  t o  s p e c i f y  i t s e l f .  T h e  d e t a i l s  o f  t h e  s p e c i f i c a t i o n s  
o f  t h e  t a c t i c s  a r e  b e y o n d  t h e  s c o p e  o f  t h i s  t h e s i s ,  a n d  a r e  e x p l a i n e d  i n  [ 1 3 ] .  
S l o t  n a m e  D e s c r i p t i o n  
N a m e  
S p e c i f i e s  t h e  n a m e  o f  t h e  m e t h o d  a n d  a p p l i c a b l e  a r g u m e n t  
l i s t s  
D e c l a r a t i o n s  
A  l i s t  o f  q u a n t i f i e r s ,  a n d  s o r t  d e c l a r a t i o n s  f o r  m e t a - v a r i a b l e s  
g l o b a l  t o  a l l  t h e  s l o t s  e x c e p t  t h e  T a c t i c  s l o t  
I n p u t  
A  s c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g o a l  f o r m u l a  b e f o r e  t a c t i c  
a p p l i c a t i o n  
P r e c o n d i t i o n s  
C o n d i t i o n s  e x p r e s s e d  i n  m e t a - l o g i c ,  w h i c h  m u s t  h o l d  f o r  t h e  
t a c t i c  t o  b e  a p p l i c a b l e  
O u t p u t  A  s c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  g o a l  f o r m u l a  a f t e r  t a c t i c  
a p p l i c a t i o n  
E f f e c t s  P r o p e r t i e s  w r i t t e n  i n  m e t a - l o g i c ,  w h i c h  t h e  o u t p u t  f o r m u l a  
m u s t  s a t i s f y  a f t e r  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t a c t i c  
T a c t i c  A  p r o g r a m  w h i c h  c o n t r o l s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  o b j e c t - l e v e l  
r u l e s  o f  i n f e r e n c e  
F i g u r e  2 . 1 3 :  S l o t s  o f  a  m e t h o d  
A s  a n  e x a m p l e ,  t h e  s p e c i f i c a t i o n  f o r  t h e  i n d u c t i o n  t a c t i c  i s  g i v e n  i n  F i g .  2 . 1 4  
[ 1 3 ] .  T h e  t a c t i c  s l o t  g i v e s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a  p r o g r a m ,  i n d u c t i o n ,  w h i c h  t a k e s  t h e  
i n p u t  f o r m u l a ,  a n d  r e t u r n s  t h e  o u t p u t  f o r m u l a .  H e r e ,  f o r m s  i s  t h e  s e t  o f  a l l  f o r -  
m u l a e ,  w a r s  i s  t h e  s e t  o f  a l l  v a r i a b l e s  o v e r  n a t u r a l  n u m b e r s ,  B F m  a n d  S F m  d e n o t e  
f o r m u l a e  f o r m e d  i n  t h e  b a s e  c a s e ,  a n d  f o r m u l a e  f o r m e d  i n  t h e  s t e p  c a s e  w i t h  p r o p e r  
r e p l a c e m e n t s  o f  u n i v e r s a l  v a r i a b l e s  ( w i t h  c o n s t r u c t o r s )  i n  t h e  i n p u t  f o r m u l a  F m .  
p r i m - r e c - i n d  ( ' v ' Y . F m 1 ,  Y )  i s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  p r i m i t i v e  r e c u r s i v e  i n d u c t i o n  t o  F m l  
w i t h  r e s p e c t  t o  Y ,  a n d  r e p l a c e - a l l  ( S ,  T ,  E x p )  c o n s t r u c t s  a n  e x p r e s s i o n  b y  r e p l a c i n g  
a l l  o c c u r r e n c e s  o f  S  w i t h  T  i n  E x p .  
U s e  o f  P r o o f  P l a n s  
A  m e t h o d  i s  c o n s t r u c t e d  t o  f o r m a l i s e  a  p r o o f  p l a n  f o r  t h e  c u r r e n t  c o n j e c t u r e  t o  
b e  p r o v e d  c o r r e s p o n d i n g  t o  o n e  o f  t h e  t o p - l e v e l  t a c t i c s .  I n  t h e  d o m a i n  o f  i n d u c t i v e  
t h e o r e m  p r o v i n g ,  p r o o f  p l a n n i n g  h a s  b e e n  i m p l e m e n t e d  i n  t h e  O y s t e r - C L A M  s y s t e m  
[ 2 0 ] ,  X C L A M  [ 8 7 ]  a n d  I s a P l a n n e r  [ 3 7 ,  3 8 1 .  I n  t h e  d o m a i n  o f  p r o g r a m  s y n t h e s i s ,  
s o m e  o f  t h e  p r o o f  p l a n n i n g - b a s e d  s y n t h e s i s  f r a m e w o r k s  a r e  s y n t h e s e s  o f  f u n c t i o n a l  
p r o g r a m s  b y  S m a i l l  a n d  G r e e n  [ 9 1 ] ,  s y n t h e s e s  o f  r e c u r s i v e  p r o g r a m s  b y  A r m a n d o ,  
S m a i l l  a n d  G r e e n  [ I ] ,  a n d  m i d d l e - o u t  s y n t h e s i s  b y  K r a a n ,  B a s i n  a n d  B u n d y  [ 6 8 ] .  
F i g u r e  2 . 1 4 :  I n d u c t i o n  m e t h o d  
S l o t  n a m e  S p e c i f i c a t  i o n  
N a m e  I n d u c t i o n  
D e c l a r a t i o n s  V X  E  v a r s ,  V F m  E  f o r m s ,  V B F m  E  f o r m s ,  
V S F m  E  f o r m s  
I n p u t  V X . F m  
P r e c o n d i t i o n s  n i l  
O u t p u t  B F m  A  V X ( F m  +  S F m )  
E f f e c t s  
B F m  =  r e p l a c e - a l l  ( X ,  0 ,  F m )  A  
S F m  =  r e p l a c e - a l l  ( X ,  S u c c ( X )  ,  F m )  
T a c t i c  i n d u c t i o n ( V Y . F m 1 )  =  p r i m - r e c - i n d ( V Y . F m 1 ,  Y )  
A d v a n t a g e s  
r  
P r o o f  p l a n n i n g  e x t e n d s  t h e  t a c t i c - b a s e d  t h e o r e m  p r o v i n g  p a r a d i g m  t h r o u g h  t h e  
e x p l i c i t  r e p r e s e n t a t i o n  o f  p r o o f  s t r a t e g i e s  w h i c h  r e d u c e s  t h e  s e a r c h  c o n t r o l  p r o b -  
l e m .  S o m e  k e y  b e n e f i t s  o f  t h e  p r o o f  p l a n n i n g  a p p r o a c h  t o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  p r o o f  
s t r a t e g i e s  a r e  c l a r i t y ,  m o d u l a r i t y ,  r e l i a b i l i t y ,  f l e x i b i l i t y ,  r e - u s a b i l i t y ,  a n d  i n c r e a s e d  
a u t o m a t i o n .  
2 . 3 . 4  P r o o f  C r i t i c s  
A n  i n d u c t i v e  p r o o f  o f t e n  f a i l s  b e c a u s e  o f  i m p r o p e r  u s e  o f  i n d u c t i o n ,  l a c k i n g  a p p r o -  
p r i a t e  r e w r i t e  r u l e s  o r  f a i l i n g  t o  p e r f o r m  a p p r o p r i a t e  g e n e r a l i z a t i o n .  T o  l e a r n  f r o m  
f a i l e d  p r o o f  a t t e m p t s ,  t h e  s t a n d a r d  p a t t e r n s  o f  p r o o f  f a i l u r e  a n d  a p p r o p r i a t e  p a t c h e s  
t o  t h e  f a i l e d  p r o o f  a t t e m p t s  a r e  r e p r e s e n t e d  a s  c r i t i c s .  S e v e r a l  a p p r o a c h e s  t o  t h e  
p r o d u c t i v e  u s e  o f  p r o o f  f a i l u r e s  i n  i n d u c t i v e  p r o o f s  a r e  d e s c r i b e d  i n  [ 5 2 ,  5 3 ,  1 0 7 ,  5 4 1 .  
T h e s e  t e c h n i q u e s  s t u d y  t h e  d i v e r g e n c e  p a t t e r n  o f  a  f a i l e d  p r o o f  a t t e m p t ,  a n d  a u t o -  
m a t i c a l l y  s u g g e s t  w a y s  t o  r e c o v e r  f r o m  t h e  f a i l u r e  l e a d i n g  t o  a  s u c c e s s f u l  p r o o f .  
U s e  o f  P l a n n i n g  C r i t i c s  
I r e l a n d  h a s  p r o p o s e d  a n  e x t e n s i o n  o f  p r o o f  p l a n s  b y  u s i n g  p r o o f  c r i t i c s  t o  e x p l o i t  
p a r t i a l  s u c c e s s  o r  f a i l u r e  i n  t h e  s e a r c h  f o r  a n  i n d u c t i v e  p r o o f  [ 5 2 ] .  A  c r i t i c  i s  a  s m a l l  
p r o g r a m  w h i c h  i d e n t i f i e s  p r o b l e m s  a s  w e l l  a s  p r o v i d i n g  s o l u t i o n s  t o  t h e  p r o b l e m s  
i n  a  f a i l e d  p r o o f  p l a n .  P r o o f  c r i t i c s  a r e  u s e d  t o  c a p t u r e  p a t c h a b l e  e x c e p t i o n s  t o  a  
t a c t i c  a n d  h e n c e  t o  t h e  b a s i c  p r o o f  p l a n .  E a c h  c r i t i c  i s  a s s o c i a t e d  w i t h  a  m e t h o d .  
T h e  f a i l u r e  o r  p a r t i a l  s u c c e s s  o f  a  m e t h o d  a c t i v a t e s  i t s  a s s o c i a t e d  c r i t i c s ,  w h i c h  i s  
d e t e r m i n e d  b y  t h e  c r i t i c  p r e c o n d i t i o n s .  
I n  e x p l o i t i n g  p a r t i a l  s u c c e s s  i n  a  f a i l e d  p r o o f  p l a n ,  I r e l a n d  [ 5 2 ]  a n a l y s e s  t h e  
s u c c e s s  a n d  f a i l u r e s  o f  t h e  p r e c o n d i t i o n s  t o  i d e n t i f y  t h e  c a u s e s  o f  f a i l u r e ,  f o r  e x a m p l e ,  
m i s s i n g  w a v e  r u l e  o r  m i s s i n g  s i n k  e t c .  H e  t h e n  u s e s  t h i s  i n f o r m a t i o n  t o  p r o p o s e  
p r o o f  c r i t i c s  t o  i n i t i a t e  t h e  s e a r c h  f o r  a  l e m m a  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  m i s s i n g  w a v e -  
r u l e  o r  p e r f o r m  o n l i n e  g e n e r a l i z a t i o n  t h r o u g h  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a  s i n k  b y  p r o v i d i n g  
a p p r o p r i a t e  p a t c h e s .  
T h e  w o r k  o f  I r e l a n d  a n d  B u n d y  [ 5 3 ]  i s  b a s e d  o n  t h e  c o n c e p t  o f  p r o o f  c r i t i c s  i n  
a  p r o o f  p l a n n i n g  f r a m e w o r k .  T h e y  h a v e  p r e s e n t e d  a  n o v e l  a r c h i t e c t u r e  t o  a u t o m a t -  
i c a l l y  d i s c o v e r  e u r e k a  s t e p s  l i k e  r e f i n i n g  i n d u c t i o n ,  m i s s i n g  l e m m a s ,  g e n e r a l i z a t i o n  
e t c .  b y  s y s t e m a t i c  a n a l y s i s  o f  t h e  f a i l u r e  o f  r i p p l i n g  b y  u s i n g  c o r r e s p o n d i n g  c r i t i c s .  
F o r  e x a m p l e ,  t h e  f a i l u r e  o f  t h e  i n d u c t i v e  p r o o f  o f  V x s . r e v e r s e  ( a s )  =  r e v e r s e a  ( x s ,  N i l )  
( i . e . ,  r e v e r s e a  i s  t h e  a c c u m u l a t i v e  v e r s i o n  o f  r e v e r s e )  b e c a u s e  o f  a  l a c k  o f  p r o p e r  g e n -  
e r a l i z a t i o n  d u r i n g  r i p p l i n g  c a n  b e  c a p t u r e d  a s  a  c r i t i c .  T h e  s o l u t i o n  p r o v i d e d  b y  t h e  
p a t c h  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  c r i t i c  i s  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  g o a l  t h r o u g h  t h e  i n t r o -  
d u c t i o n  o f  a n  a c c u m u l a t o r  v a r i a b l e  i n t o  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e .  U s i n g  t h e  n o t i o n  
o f  p r o o f  c r i t i c ,  I r e l a n d  a n d  B u n d y  h a v e  e x t e n d e d  t h e  p r o o f  c r i t i c  m e c h a n i s m  f o r  a c -  
c u m u l a t o r  g e n e r a l i z a t i o n  i n v o l v i n g  m u l t i p l e  s i n k s  [ 5 4 ] .  T h i s  t e c h n i q u e  i s  b u i l t  u p o n  
t h e  t e c h n i q u e  o f  p a t c h i n g  p r o o f s  u s e d  i n  [ 5 3 ] ,  b u t  g r e a t l y  e x t e n d s  i t s  p o w e r .  
D i v e r g e n c e  C r i t i c  
T h e  d i v e r g e n c e  c r i t i c  [ I 0 7 1  i s  a  c o m p u t e r  p r o g r a m  t o  m o n i t o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  
i n d u c t i v e  p r o o f s  t o  i d e n t i f y  d i v e r g i n g  p r o o f  a t t e m p t s .  I t  i d e n t i f i e s  w h e n  a n d  h o w  
t h e  p r o o f  a t t e m p t  i s  d i v e r g i n g  b y  m e a n s  o f  a  d i f f e r e n c e  m a t c h i n g  p r o c e d u r e .  T h e  
c r i t i c  t h e n  p r o p o s e s  a p p r o p r i a t e  l e m m a s  a n d  g e n e r a l i z a t i o n s  t h a t  g u i d e  t h e  p r o o f  
s u c c e s s f u l l y  w i t h o u t  d i v e r g e n c e .  I n  t h e  S P I K E  s y s t e m  [ 6 6 ] ,  t h i s  c r i t i c  h a s  b e e n  
i m p l e m e n t e d  a n d  a  n u m b e r  o f  d i v e r g i n g  t h e o r e m s  w e r e  p r o v e d  s u c c e s s f u l l y .  
W h i l e  t h e  p r o o f  p r o c e s s  i s  c o n t i n u e d ,  a n  a c c u m u l a t i n g  t e r m  s t r u c t u r e  m a y  a p -  
p e a r  t h a t  c a u s e s  t h e  d i v e r g e n c e .  
T h e  d i f f e r e n c e  m a t c h i n g  t e c h n i q u e  i d e n t i f i e s  t h e  
a c c u m u l a t i n g  t e r m  s t r u c t u r e  c a u s i n g  d i v e r g e n c e .  D i f f e r e n c e  m a t c h i n g  a n d  r i p p l i n g  
a r e  b o t h  u s e d  t o  p r o p o s e  l e m m a s  t h a t  r i p p l e  o u t  t h e  a c c u m u l a t i n g  t e r m  s t r u c t u r e .  
C o n s i d e r  t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e  a s  i l l u s t r a t e d  i n  [ 1 0 7 ] .  
T h e  f o l l o w i n g  r e w r i t e  r u l e s  a r e  u s e d  i n  t h e  p r o o f  o f  t h e  a b o v e  c o n j e c t u r e .  
A  1 - s t e p  i n d u c t i o n  f o r  n u t  i s  a p p l i e d  o n  x .  T h e  b a s e  c a s e  i s  t r i v i a l .  I n  t h e  s t e p  
c a s e ,  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s ,  d o u b l  e ( x )  =  x  +  x ,  a n d  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i s ,  
d o u b l e ( S u c c ( x ) )  =  S u c c ( x )  +  S u c c ( x ) .  R e w r i t i n g  o f  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  u s i n g  
t h e  a b o v e  r e w r i t e  r u l e s ,  a n d  t h e n  f e r t i l i z i n g  t h e  l e f t  h a n d  s i d e  u s i n g  t h e  i n d u c t i o n  
h y p o t h e s i s  r e s u l t s  i n  t h e  p r o o f  t e r m  S u c c ( x  +  x )  =  S u c c ( x )  +  x .  T h i s  e q u a t i o n  
c a n n o t  b e  s i m p l i f i e d  a n y  f u r t h e r .  S o ,  t h e  p r o v e r  t r i e s  t o  a p p l y  a n o t h e r  i n d u c t i o n  o n  
x ,  w h i c h  g e n e r a t e s  t h e  f o l l o w i n g  d i v e r g i n g  s e q u e n c e :  
S u c c ( x  +  x )  
=  S u c c ( x )  +  x  
S u c c ( S u c c ( x  +  2 ) )  =  S u c c ( S u c c ( x ) )  +  x  
S u c c ( S u c c ( S u c c ( x  +  x ) ) )  =  S u c c ( S u c c ( S u c c ( x ) ) )  +  x  
T h e  c a u s e  o f  t h i s  d i v e r g e n c e  i s  t h e  l a c k  o f  t h e  r e w r i t e  r u l e  
S u c c ( X )  +  Y  =  S u c c ( X  +  Y )  
w h i c h  i s  n e e d e d  t o  r e m o v e  t h e  S u c c  f u n c t i o n  a c c u m u l a t i n g  i n  t h e  f i r s t  a r g u m e n t  
p o s i t i o n  o f  +  i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e .  T h e  p r o v e r  r e p e a t e d l y  p e r f o r m s  a n  i n d u c t i o n  
o n  x ,  b u t  i t  i s  u n a b l e  t o  s i m p l i f y .  T h i s  r e w r i t e  r u l e  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  l e m m a  
V x  :  n a t . V y  :  n a t . S u c c ( x )  +  y  =  S u c c ( x  +  y ) .  
T o  r e c o g n i z e  w h e n  a  p r o o f  a t t e m p t  i s  d i v e r g i n g ,  t h e  c r i t i c  l o o k s  f o r  d i v e r g i n g  
p a t t e r n s  i n  t h e  p r o o f  a t t e m p t .  I t  f i r s t  d e t e r m i n e s  t h e  s e q u e n c e  o f  e q u a t i o n s  w h i c h  
t h e  p r o v e r  t r i e s  t o  p r o v e  b y  r e p e a t e d  i n d u c t i o n  o n  x  a s  s h o w n  a b o v e .  T h e  c r i t i c  
t h e n  t r i e s  t o  i d e n t i f y  t h e  a c c u m u l a t i n g  a n d  n e s t e d  t e r m  s t r u c t u r e  w h i c h  i s  c a u s i n g  
d i v e r g e n c e  b y  d i f f e r e n c e  m a t c h i n g  [ I 0 7 1  o f  t h e  s u c c e s s i v e  e q u a t i o n s  o f  t h e  d i v e r g e n c e  
s e q u e n c e .  
T h e  d i v e r g e n c e  c r i t i c  s u g g e s t s  t h e  f o l l o w i n g  w a v e  r u l e :  
T h e  a n n o t a t e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  d o u b l  e ( l S u e e ( g ) i )  =  
+  
c a n  b e  p r o v e d  w i t h o u t  d i v e r g e n c e  b y  u s i n g  t h e  a b o v e  w a v e  r u l e  a l o n g  w i t h  t h e  w a v e  
r u l e s  t h a t  a r e  o b t a i n e d  f r o m  t h e  r e w r i t e  r u l e s .  
T h e r e  a r e  s o m e  l i m i t a t i o n s  t o  t h e  d i v e r g e n c e  c r i t i c  a s  p o i n t e d  o u t  i n  [ 1 0 7 ] .  I d e n -  
t i f y i n g  d i v e r g e n c e  i s  u n d e c i d a b l e  i n  g e n e r a l .  T h i s  c r i t i c  m a y  i d e n t i f y  a  d i v e r g e n c e  
e v e n  i f  t h e r e  i s  n o n e  a t  a l l ,  o r  e v e n  i f  i t  i d e n t i f i e s  a  d i v e r g e n c e  c o r r e c t l y ,  i t  m a y  n o t  
b e  a b l e  t o  s u g g e s t  a p p r o p r i a t e  l e m m a s .  
2 . 4  P r o g r a m  S y n t h e s i s  
A  p r o g r a m  i s  o f t e n  w r i t t e n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  s p e c i f i c a t i o n ,  a n d  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  
t h i s  p r o g r a m  w i l l  s a t i s f y  t h e  s p e c i f i c a t i o n .  O n l y  a  f o r m a l  p r o o f  o f  c o r r e c t n e s s  c a n  
g u a r a n t e e  t h a t  a  p r o g r a m  m e e t s  i t s  s p e c i f i c a t i o n .  A  p r o g r a m  s h o u l d  b e  d e v e l o p e d  
i n  s u c h  a  w a y  t h a t  i t  m u s t  b e h a v e  a c c o r d i n g  t o  t h e  s p e c i f i c a t i o n  [ 9 9 ] .  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  p r e s e n t  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  r e s e a r c h  t h a t  h a s  b e e n  u n d e r -  
t a k e n  i n  v a r i o u s  p r o g r a m  s y n t h e s i s  m e t h o d s  i n  f u n c t i o n a l  a n d  l o g i c  p r o g r a m m i n g  
a s  d e c l a r a t i v e  p r o g r a m s  a r e  e a s i e r  t o  a n a l y z e  a n d  r e a s o n  a b o u t .  A  s u r v e y  o f  p r o o f  
p l a n n i n g  b a s e d  s y n t h e s i s  m e t h o d s  i s  p r e s e n t e d  i n  [ 8 6 ] .  A  s u r v e y  o f  e x i s t i n g  w o r k  
o n  c o n s t r u c t i v e ,  d e d u c t i v e  a n d  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  o f  l o g i c  p r o g r a m s  i s  p r e s e n t e d  
i n  [ 3 6 ] .  
2 . 4 . 1  C o n s t r u c t i v e  S y n t h e s i s  
C l a s s i c a l  l o g i c ,  w h i c h  i s  t h e  s t a n d a r d  f o u n d a t i o n  o f  m a t h e m a t i c s ,  i s  b a s e d  o n  t r u t h  
f u n c t i o n a l  s e m a n t i c s ,  a n d  a l l o w s  t h e  l a w  of t h e  e x c l u d e d  m i d d l e  ( A  V  i A  =  T )  
a s  a n  a x i o m .  I n  t h i s  s e m a n t i c s ,  e v e r y  p r o p o s i t i o n  i s  e i t h e r  t r u e  o r  f a l s e .  
A  p r o o f  
o f  a  p r o p o s i t i o n  a s s e r t s  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  o b j e c t  w i t h o u t  s h o w i n g  h o w  i t  c a n  b e  
c o n s t r u c t e d .  
I n  c o n s t r u c t i v e  l o g i c ,  t h e  p r o o f  o f  a  p r o p o s i t i o n  h a s  a  c o m p u t a t i o n a l  c o n t e n t  
u s i n g  c o n s t r u c t i v e  d e r i v a t i o n .  T h e  l a w  of t h e  e x c l u d e d  m i d d l e  i s  n o t  v a l i d  i n  t h i s  
l o g i c ,  s o ,  f o r  a  g e n e r a l  p r o p o s i t i o n  A ,  A  V  1 A  i s  n o t  p r o v a b l e .  T h e  p u r e  e x i s t e n c e  
p r o o f  o f  3 y . s p e c ( y )  i n  c l a s s i c a l  l o g i c  i s  r e p l a c e d  w i t h  a  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  w h i c h  
i n v o l v e s  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  t h e  o b j e c t  y  a n d  s h o w i n g  t h a t  t h e  s p e c i f i c a t i o n  s p e c  
h o l d s  f o r  y ;  t h e  r e s u l t  i s  a  p a i r  ( y , p ) .  T h e  p r o o f  o f  V x . s p e c ( x )  i s  a  f u n c t i o n  t a k i n g  
a n y  o b j e c t  x  t o  a  p r o o f  o f  s p e c ( x ) .  T h e  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  o f  V x . 3 y . s p e c ( x ,  y )  w i l l  
c o n s t r u c t  a  f u n c t i o n  f  ( x )  w h i c h  w i l l  c o m p u t e  t h e  w i t n e s s  y  i n  t e r m s  o f  x  s o  t h a t  
V x . s p e c ( x ,  f  ( x ) ) .  T h e  f u n c t i o n  t a k e s  a  a s  a  v a l u e  o f  x  t o  c o m p u t e  a  v a l u e  f  ( a )  
w h i c h  s a t i s f i e s  s p e c ( a ,  f  ( a ) ) .  S o ,  V x . 3 y . s p e c ( x ,  y )  i s  t h e  s p e c i f i c a t i o n  t o  c o n s t r u c t  
t h e  p r o g r a m  f  ( x )  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  s p e c i f i c a t i o n .  
T y p e s  o r i g i n a t e  f r o m  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e s  a n d  p r o p o s i t i o n s  f r o m  l o g i c .  C o n -  
s t r u c t i v e  t y p e  t h e o r y ,  b a s e d  p r i m a r i l y  o n  t h e  w o r k  o f  M a r t i n - L o f  [ 7 7 ] ,  i s  s i m u l t a -  
n e o u s l y  a  l o g i c  a n d  a  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e  i n  w h i c h  p r o p o s i t i o n s  a n d  t y p e s  a r e  
a n a l o g o u s  b a s e d  o n  c e r t a i n  a s s u m p t i o n s .  T h e  l o g i c i a n s  C u r r y  a n d  H o w a r d  o b s e r v e d  
t h e  c o r r e s p o n d e n c e  b e t w e e n  p r o o f s  a n d  p r o g r a m s :  p r o p o s i t i o n s  a n d  t y p e s  a r e  d u a l s  
f o r m i n g  t h e  n o t i o n  o f  p r o p o s i t i o n s - a s - t y p e s  w h i c h  i s  k n o w n  a s  t h e  C u r r y - H o w a r d  
i s o m o r p h i s m  [ 5 0 ,  3 3 1 .  T h e  s p e c i f i c a t i o n  p  :  P  m e a n s  b o t h  t h a t  p  i s  o f  t y p e  P  a n d  p  
i s  t h e  p r o o f  o f  t h e  p r o p o s i t i o n  P .  
C u r r y - H o w a r d  i s o m o r p h i s m  l i n k s  t y p e d  l a m b d a  c a l c u l u s  a n d  c o n s t r u c t i v e  l o g i c .  
U s i n g  t h i s  i s o m o r p h i s m ,  p r o o f s  b e c o m e  t e r m s  o f  l a m b d a  c a l c u l u s .  T h u s ,  e a c h  p r o o f  
r u l e  o f  c o n s t r u c t i v e  l o g i c  h a s  a  c o r r e s p o n d i n g  p r o g r a m  f o r m a t i o n  r u l e .  I n  a d d i t i o n  t o  
t h e s e  r u l e s ,  t h e r e  a r e  a l s o  i n d u c t i o n  r u l e s  f o r  i n d u c t i v e  d a t a  t y p e s .  T h e s e  r u l e s  a r e  t h e  
b a s i s  o f  c o n s t r u c t i v e  t y p e  t h e o r y ,  i . e . ,  a  f o r m a l  s y s t e m  w h e r e  p r o g r a m  d e v e l o p m e n t  
a n d  v e r i f i c a t i o n  a r e  d o n e  h a n d - i n - h a n d .  T h e  f o l l o w i n g  a r e  s o m e  r u l e s  o f  c o n s t r u c t i v e  
t y p e  t h e o r y :  
I- A  i s  a  t y p e  
A S  
x : A E I '  r , x :  A k e :  B  
t s : A  
r l - x : A  ( H y p )  r  I -  ( A s :  A ) . e :  ( A  +  B )  
( +  I )  
r  t  e l :  A *  B  r k  e 2 :  A  
r , ~ :  A  I - p :  P  
r  l -  ( e l  e 2 )  :  B  
( "  E ,  F  I -  ( A x :  A ) . e :  ( V x :  A ) . P  
T o  s y n t h e s i s e  a  p r o g r a m  p  f r o m  t h e  s p e c i f i c a t i o n  A  +  ( B  +  A )  f o r  t y p e s  A  a n d  
B  s u c h  t h a t  I -  p  :  A  +  ( B  +  A ) ,  t h e  p r o g r a m  i s  r e p r e s e n t e d  w i t h  a  m e t a v a r i a b l e .  
T h e  p r o o f  r u l e s  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  s p e c i f i c a t i o n  f r o m  t h e  c o n c l u s i o n  t o  t h e  p r e m i s e s  
o f  e a c h  r u l e  [ 9 9 ,  4 1 .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  r u l e  +  I  t w i c e  t o  t h e  s p e c i f i c a t i o n  r e s u l t s  
i n  t h e  f o l l o w i n g  s t e p s :  
M  i s  u n i f i e d  w i t h  A x . M l  ( x ) ,  a n d  M I  ( x )  i s  u n i f i e d  w i t h  A y .  M 2 ( x ,  y ) .  T h e  a p p l i c a t i o n  
o f  H y p  u n i f i e s  x :  A  w i t h  M 2 ( x ,  y ) :  A ,  i n s t a n t i a t i n g  M 2 ( x ,  y )  t o  x  w h i c h  c o m p l e t e s  
t h e  p r o o f .  S u b s t i t u t i o n s  r e s u l t  i n  t h e  s y n t h e s i s e d  p r o g r a m  X x . X y . x .  
2 . 4 . 2  D e d u c t i v e  S y n t h e s i s  
T h e  p u r p o s e  o f  d e d u c t i v e  p r o g r a m  s y n t h e s i s  i s  t o  d e r i v e  a n  e x e c u t a b l e  p r o g r a m  f r o m  
a  h i g h  l e v e l  s p e c i f i c a t i o n  b y  a p p l y i n g  c o r r e c t  i n f e r e n c e  r u l e s .  
D e d u c t i v e  S y n t h e s i s  o f  L o g i c  P r o g r a m s  
D e d u c t i v e  s y n t h e s i s  c a n  d e d u c e  l o g i c  p r o g r a m s  f r o m  a  s p e c i f i c a t i o n  u s i n g  s o m e  p r e -  
d e f i n e d  d e d u c t i o n  r u l e s  [ 3 6 ] .  I n  o r d e r  t o  s y n t h e s i s e  a  c o r r e c t  p r o g r a m  f r o m  a  s p e c -  
i f i c a t i o n ,  t h e  d e d u c t i o n  s t r a t e g y  i n v o l v e s  t h e o r e m  p r o v i n g  m e t h o d s .  T h e  s y n t h e s i s  
p r o c e s s  s t a r t s  w i t h  a  p a i r  ( M , Q )  w h e r e  M  i s  a  s e t  o f  a x i o m s ,  c o n t a i n i n g  t h e  l o g i c  
s p e c i f i c a t i o n ,  a n d  Q  i s  t h e  q u e r y  f o r  w h i c h  a  l o g i c  p r o g r a m  w i l l  b e  d e d u c e d  b y  c o r r e c t  
i n f e r e n c e  r u l e s  f r o m  M .  
T h e  w o r k  o f  L a u  e t  a l .  f o r  l o g i c  p r o g r a m  s y n t h e s i s  i n  [ 7 1 ]  i s  a n  u n f o l d / f o l d  b a s e d  
s e m i - a u t o m a t i c  s y s t e m .  T h i s  a p p r o a c h  p r o v i d e s  a  p a r t i a l l y  c o r r e c t  p r o g r a m .  T h e  
s p e c i f i c a t i o n  i s  a n  i f f  f o r m u l a ,  a n d  M  i s  a  s e t  o f  i f f  f o r m u l a s .  T h e  i f f  f o r m u l a  i s  a  
d e f i n i t i o n .  T h e  m e t h o d  e m p l o y s  f o l d - u n f o l d  i n  a  s t r i c t l y  t o p - d o w n  m a n n e r .  T o  s y n -  
t h e s i s e  a  r e c u r s i v e  l o g i c  p r o c e d u r e  f r o m  a  g i v e n  f i r s t - o r d e r  l o g i c  s p e c i f i c a t i o n  ( w i t h  
d e f i n i t i o n s  i n  n o r m a l  f o r m )  w i t h  a  g i v e n  h e a d  o f  t h e  p r o c e d u r e ,  h e a d  o f  t h e  r e q u i r e d  
i m p l i c a t i o n  a n d  f o r m  o f  t h e  r e q u i r e d  s e t  o f  r e c u r s i v e  c a l l s ,  t h e y  s t a r t  b y  d e f i n i n g  a n  
i n i t i a l  p r o b l e m  c a l l e d  f o l d i n g  p r o b l e m  i n v o l v i n g  Q .  T h i s  f o l d i n g  p r o b l e m  i s  d e c o m -  
p o s e d  i n t o  s u b p r o b l e m s  u n t i l  t h e  s u b p r o b l e m s  a r e  e a s i l y  s o l v e d .  T h e  s u b s o l u t i o n s  
a r e  t h e n  c o m p o s e d  i n t o  a  s o l u t i o n  t o  t h e  i n i t i a l  f o l d  p r o b l e m .  U n f o l d i n g  i s  p e r f o r m e d  
o n l y  w h e n  i t  c o n t r i b u t e s  t o  a  f o l d .  I n  t h i s  s y s t e m ,  t h e  i n i t i a l  f o l d  p r o b l e m  c o r r e -  
s p o n d s  t o  s e l e c t i n g  t h e  t y p e  o f  i n d u c t i o n ,  i n i t i a l  u n f o l d i n g  c o r r e s p o n d s  t o  i n d u c t i o n ,  
a n d  t h e  f i n a l  f o l d i n g  t o  f e r t i l i z a t i o n .  
D e d u c t i v e  S y n t h e s i s  o f  F u n c t i o n a l  P r o g r a m s  
A  d e d u c t i v e  f r a m e w o r k  t o  s y n t h e s i s e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s  u s i n g  a  d e r i v a t i o n  p r o o f  
m e t h o d  f r o m  a n  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n ,  d e s c r i b i n g  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  i n p u t  a n d  
o u t p u t  o f  t h e  d e s i r e d  p r o g r a m ,  i s  p r e s e n t e d  i n  [ 7 3 ,  7 4 1 .  T h e  f r a m e w o r k  i n c o r p o r a t e s  
i d e a s  f r o m  r e s o l u t i o n  a n d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  f o r  b o t h  i n t e r a c t i v e  a n d  a u t o -  
m a t i c  i m p l e m e n t a t i o n .  T h e y  a d o p t  c l a s s i c a l  l o g i c ,  b u t  r e s t r i c t  i t  t o  b e  c o n s t r u c t i v e  
w h e n e v e r  n e c e s s a r y  i n  a  d e d u c t i v e - t a b l e a u  p r o o f  s y s t e m  t o  e x t r a c t  p r o g r a m s  f r o m  
p r o o f s .  I n  t h i s  s y n t h e s i s  s y s t e m ,  f o r  a  g i v e n  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  f o r m  f  ( a )  +  f i n d  z  
s u c h  t h a t  s p e c ( a ,  z ) ,  a  t h e o r e m  o f  t h e  f o r m  ( V a ) ( 3 z ) . s p e c ( a ,  z )  i s  p r o v e d  t o  e x t r a c t  
a  p r o g r a m  o f  t h e  f o r m  f  ( a )  +  t [ a ]  t h a t  m e e t s  t h e  s p e c i f i c a t i o n .  T h e  p r o o f  i s  s u f -  
f i c i e n t l y  c o n s t r u c t i v e  t o  i n d i c a t e  a  c o m p u t a t i o n a l  m e t h o d  t o  f i n d  t h e  o u t p u t  z  i n  
t e r m s  o f  i n p u t  a .  T h u s ,  t h e  s y s t e m  p r o v e s  t h e  e x i s t e n c e ,  f o r  a n y  i n p u t ,  o f  a n  o u t p u t  
t h a t  s a t i s f i e s  t h e  s p e c i f i e d  c o n d i t i o n s  i n  a  b a c k g r o u n d  t h e o r y .  
2 . 4 . 3  M i d d l e - O u t  S y n t h e s i s  
P r o o f  p l a n n i n g  c a n  h e l p  t o  g u i d e  t h e  s e a r c h  a t  t h e  m e t a - l e v e l  o f  a  s y n t h e s i s  p r o o f  b y  
m a k i n g  a  p l a n  o f  t h e  o b j e c t  l e v e l  p r o o f .  S y n t h e s i s  c o n j e c t u r e s  a r e  e x p r e s s e d  u s i n g  
e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  t o  r e p r e s e n t  o u t p u t  v a l u e s ,  a n d  a l l o w  u n d e f i n e d  f u n c t i o n s  i n  
t h e  c o n j e c t u r e .  T h i s  m a k e s  t h e  v e r i f i c a t i o n  p r o o f  a n d  s y n t h e s i s  p r o c e s s  d i f f i c u l t  a s  
t h e  r e q u i r e d  i n d u c t i o n  c a n n o t  b e  d e t e r m i n e d .  
M i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  a s  a  p a r t  o f  
p r o o f  p l a n n i n g  w a s  f i r s t  p r o p o s e d  i n  [ 2 2 ]  t o  s o l v e  t h i s  p r o b l e m  b y  p o s t p o n i n g  t h e  
s e l e c t i o n  o f  i n d u c t i o n  s c h e m e  u n t i l  l a t e  i n  t h e  p r o o f .  M i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  r e p r e s e n t s  
u n k n o w n  t e r m s  t h a t  a r e  t o  b e  s y n t h e s i s e d  b y  m e t a - v a r i a b l e s .  I t  a l l o w s  t h e  m e t a -  
l e v e l  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a n  o b j e c t - l e v e l  t e r m  a n d  m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  h e l p s  p r o o f  
p l a n n i n g  t o  p r o c e e d  e v e n  t h o u g h  a n  o b j e c t  i s  n o t  f u l l y  k n o w n .  T h e  m e t a - v a r i a b l e s  
m a y  n o t  a l w a y s  b e  i n s t a n t i a t e d  p r o p e r l y  t o  c o r r e c t  p r o g r a m s .  
M i d d l e - O u t  R e a s o n i n g  i n  F u n c t i o n a l  P r o g r a m  S y n t h e s i s  
A n  a p p l i c a t i o n  o f  m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  w i t h  p r o o f  p l a n n i n g  a n d  r i p p l i n g  t o  s y n t h e -  
s i s e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s  i n  t h e  c o n t e x t  o f  t h e  f o r m u l a - a s - t y p e s  p r i n c i p l e  i s  p r e s e n t e d  
i n  [ 9 1 ] .  A  r e c u r s i v e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m  c a n  b e  s y n t h e s i s e d  f r o m  t h e  i n d u c t i v e  p r o o f  
o f  a  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  f o r m  V i n p u t . 3 o u t p u t . s p e c ( i n p u t ,  o u t p u t )  i n  c o n s t r u c t i v e  t y p e  
t h e o r y  d e r i v e d  f r o m  C o n s t a b l e ' s  N u p r l  [ 3 1 ] .  A  m e t a - v a r i a b l e  i s  u s e d  t o  s t a n d  f o r  
t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  t e r m  s o  t h a t  i t  w i l l  b e  s u b s e q u e n t l y  i n s t a n t i a t e d  t o  a n  o b j e c t  
l e v e l - t e r m  a s  t h e  p r o o f  p r o g r e s s e s .  P r o o f  p l a n n i n g  i s  u s e d  f o r  i n d u c t i o n  a s  t h e  b a s i s  
o f  t h e  s y n t h e s i s  a p p r o a c h .  R i p p l i n g  i s  u s e d  t o  m a n i p u l a t e  t h e  g o a l  s o  t h a t  a n  i n d u c -  
t i o n  h y p o t h e s i s  c a n  b e  a p p l i e d  f o r  f e r t i l i z a t i o n  i n  t h e  s t e p  c a s e .  I n  [ I ] ,  A r m a n d o  e t  a l .  
p r e s e n t  a n  a u t o m a t i c  t e c h n i q u e  f o r  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  o f  r e c u r s i v e  f u n c t i o n a l  p r o -  
g r a m s  f r o m  n o n - e x e c u t a b l e  i n p u t / o u t p u t  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  f o r m  V x . 3 y . s p e c ( x ,  y ) .  
T h i s  t e c h n i q u e  u s e s  p r o o f  p l a n s  [ 1 3 ]  w i t h  s o m e  e x t e n s i o n s  a n d  g e n e r a l i z a t i o n s  t o  
g u i d e  t h e  s y n t h e s i s  p r o c e s s .  T h e  w o r k  i s  b a s e d  o n  M a r t i n - L o f ' s  c o n s t r u c t i v e  t y p e  
t h e o r y  [ 7 7 ]  t o  a c h i e v e  t o t a l  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  s y n t h e s i s e d  p r o g r a m .  I n  t h e i r  w o r k  u s -  
i n g  m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g ,  m e t a - v a r i a b l e s  a r e  u s e d  t o  i n s t a n t i a t e  u n k n o w n  p r o g r a m s ,  
s o  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  a  p r o g r a m  a n d  i t s  p r o o f  i s  d o n e  h a n d - i n - h a n d .  
M i d d l e - O u t  R e a s o n i n g  i n  L o g i c  P r o g r a m  S y n t h e s i s  
I n  [ 6 7 ]  a n d  [ 6 8 ] ,  K r a a n  e t  a l .  e x t e n s i v e l y  u s e d  m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  t o  s y n t h e s i s e  
l o g i c  p r o g r a m s ,  a n d  i n  t h e  s e l e c t i o n  o f  a n  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  s c h e m e .  S y n t h e s i s  
i s  p e r f o r m e d  b y  p l a n n i n g  t h e  v e r i f i c a t i o n  o f  a  p r o g r a m  w h i l e  l e a v i n g  t h e  p r o g r a m  
u n k n o w n  r e p r e s e n t e d  b y  a  m e t a - v a r i a b l e .  I n  t h i s  s y n t h e s i s  p l a n n i n g ,  t h e  p r o o f  s t e p s  
t h a t  d e p e n d  o n  t h e  p r o g r a m  a r e  p o s t p o n e d  a s  l o n g  a s  p o s s i b l e  t o  p a r t i a l l y  i n s t a n t i a t e  
t h e  p r o g r a m .  T h e  b a s e  c a s e  o f  t h e  s y n t h e s i s  p r o o f  a l l o w s  t h e  i n s t a n t i a t i o n  o f  t h e  
b a s e  c a s e  o f  t h e  p r o g r a m ,  a n d  t h e  s t e p  c a s e  o f  t h e  p r o g r a m  i s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s t e p  
c a s e  o f  t h e  p r o o f .  
R e c u r s i o n  a n a l y s i s  [ 9 ] / r i p p l e  a n a l y s i s  [ 1 5 ,  1 9 1  c a n  f i n d  i n d u c t i o n  o n l y  i f  a l l  o f  
t h e  f u n c t i o n s  a r e  d e f i n e d  a n d  r e q u i r e d  l e m m a s  a r e  a v a i l a b l e .  F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  
f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e ,  e v e n  i s  u n d e f i n e d .  R e c u r s i o n  a n a l y s i s  o r  r i p p l e  a n a l y s i s  f a i l s  
t o  d e t e r m i n e  t h e  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  f o r  t h i s  c o n j e c t u r e  b e c a u s e  t h e  i n d u c t i o n  
s c h e m e  m a y  c o r r e s p o n d  t o  t h e  r e c u r s i o n  s c h e m e  o f  t h e  u n d e f i n e d  f u n c t i o n .  
A L L  x  :  n a t . ( e v e n ( x ) )  H  ( E X  y  :  n a t . y  x  S u c c ( S u c c ( Z e r o ) )  =  x )  
H o w e v e r ,  m i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  [ 2 2 ]  c a n  f i n d  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  s c h e m e s  i n  
s u c h  c a s e s .  T h e  s e l e c t i o n  o f  i n d u c t i o n  i s  p o s t p o n e d  i n  t h e  p l a n n i n g  p r o c e s s ,  a n d  
a  s c h e m a t i c  s t e p  c a s e  i s  f o r m e d  b y  r e p l a c i n g  t h e  p o t e n t i a l  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  w i t h  
a  c o n s t r u c t o r  r e p r e s e n t e d  b y  a  m e t a - v a r i a b l e  a p p l i e d  t o  t h i s  p o t e n t i a l  i n d u c t i o n  
v a r i a b l e  i n  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n .  R i p p l i n g  o f  t h e  s c h e m a t i c  s t e p  c a s e  f u l l y  i n -  
s t a n t i a t e s  t h e  m e t a - v a r i a b l e  w i t h  t h e  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  t y p e  a f t e r  f e r t i l i z a t i o n  
h a s  b e e n  p e r f o r m e d .  
K r a a n  e t  a l .  i d e n t i f i e d  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  n o n - t e r m i n a t i o n  o f  t h e  r e w r i t i n g  p r o c e s s  
i n  m i d d l e - o u t  i n d u c t i o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  m e t a - v a r i a b l e s  u s i n g  r i p p l i n g .  T h e y  a l s o  
i d e n t i f i e d  t h a t  s p e c u l a t i v e  r i p p l i n g  m a y  l e a d  t o  n o n - t e r m i n a t i o n  i n  f a i l u r e  b r a n c h e s .  
2 . 4 . 4  I n d u c t i v e  S y n t h e s i s  
I n d u c t i v e  s y n t h e s i s  u s e s  a r t i f i c i a l  i n t e l l i g e n c e  t e c h n i q u e s  t o  s y n t h e s i s e  p r o g r a m s  f r o m  
i n c o m p l e t e  i n f o r m a t i o n ,  s u c h  a s  e x a m p l e s ,  b y  m e a n s  o f  i n d u c t i v e  i n f e r e n c e  [ 3 6 ] .  T h e  
p u r p o s e  o f  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  i s  t o  f o r m u l a t e  g e n e r a l  r u l e s .  I n d u c t i v e  i n f e r e n c e  i s  
r e l a t e d  t o  g e n e r a l i z a t i o n ,  w h e r e a s  d e d u c t i v e  s y n t h e s i s  i s  r e l a t e d  t o  s p e c i a l i s a t i o n .  
T h e  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  o f  l o g i c  p r o g r a m s  s t a r t s  w i t h  a  l o g i c  s p e c i f i c a t i o n  e x -  
p r e s s e d  w i t h  a  s e t  o f  e x a m p l e s ,  a n d  a n  i n t e n d e d  r e l a t i o n .  T h e  s y n t h e s i s e d  p r o g r a m  
m u s t  b e  c o n s i s t e n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s p e c i f i c a t i o n ,  a n d  m u s t  a l s o  c o v e r  t h e  u n -  
s p e c i f i e d  e x a m p l e s  i n  t h e  c a s e  o f  i n c o m p l e t e  s p e c i f i c a t i o n .  
T h e  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  m e t h o d s  a r e  c l a s s i f i e d  a s  t r a c e d - b a s e d  a p p r o a c h e s  o r  
m o d e l - b a s e d  a p p r o a c h e s .  T h e  t r a c e - b a s e d  a p p r o a c h  u s e s  f o l d i n g ,  m a t c h i n g  a n d  g e n -  
e r a l i z a t i o n  t o  s y n t h e s i s e  a  g e n e r a l i z e d  p r o g r a m  c o n t a i n i n g  l o o p s  a n d  r e c u r s i o n .  T h e  
t r a c e - b a s e d  a p p r o a c h  h a s  r e c e i v e d  m u c h  a t t e n t i o n  i n  t h e  c o n t e x t  o f  f u n c t i o n a l  p r o -  
g r a m m i n g  1 9 3 1 .  
A n  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  m e t h o d  t o  s y n t h e s i s e  r e c u r s i v e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m  f r o m  
i n p u t / o u t p u t  e x a m p l e s  b a s e d  o n  t h e  r e c u r r e n c e - d e t e c t i o n  m e t h o d  o f  S u m m e r s  1981 
i s  p r e s e n t e d  i n  1 6 4 1 .  
T h e  m o d e l - b a s e d  a p p r o a c h  c o n s t r u c t s  a  f i n i t e  a x i o m a t i s a t i o n  o f  a  m o d e l  o f  t h e  
e x a m p l e s .  P l o t k i n ' s  i d e a  o f  l e a s t  g e n e r a l  g e n e r a l i z a t i o n  [ 8 2 ,  8 3 1  i s  t h e  b a s i s  o f  m o s t  
m o d e l - b a s e d  a p p r o a c h e s  o f  l o g i c  p r o g r a m  s y n t h e s i s .  
2 . 5  
I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  U s i n g  P r o g r a m  T r a n s -  
f o r m a t  i o n  
A u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s ,  s u c h  a s  s u p e r c o m p i l a t i o n  a n d  d i s t i l -  
l a t i o n ,  a r e  c a p a b l e  o f  m e t a c o m p u t a t i o n  u s i n g  r u l e s  a n d  s t r a t e g i e s  i n  m e t a l a n g u a g e .  
T h e s e  t e c h n i q u e s  c a n  b e  u s e d  i n  p r o v i n g  i n d u c t i v e  t h e o r e m s .  M e t a c o m p u t a t i o n  i s  
a n  a l t e r n a t i v e  t o  f o r m a l  l o g i c  i n  a u t o m a t e d  t h e o r e m  p r o v i n g .  G e n e r a l  p r o p o s i t i o n s  
w h i c h  r e q u i r e  q u a n t i f i c a t i o n ,  a n d  p r o o f s  u s i n g  m a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n ,  c a n  b e  h a n -  
d l e d  w i t h  m e t a c o m p u t a t i o n  1 1 0 3 ,  4 2 ,  4 1 1 .  
F o r  a  g i v e n  p r o g r a m  d e f i n e d  w i t h  a  t e r m  a n d  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s ,  i t  i s  p o s s i b l e  
t o  s h o w  t h a t  t h e  g i v e n  d e f i n i t i o n s  s a t i s f y  t h e  s p e c i f i c a t i o n  d e s c r i b e d  b y  t h e  t e r m .  I n  
t h i s  s e c t i o n ,  w e  g i v e  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  u s e  o f  m e t a c o m p u t a t i o n  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  
t h e o r e m s  u s i n g  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s .  
2 . 5 . 1  M e t a c o m p u t a t i o n  
M e t a c o m p u t a t i o n  i s  o n e  l e v e l  h i g h e r  t h a n  o r d i n a r y  c o m p u t a t i o n ,  w h e r e  p r o g r a m s  a r e  
t r e a t e d  a s  d a t a  o b j e c t s .  F o r  e x a m p l e ,  p r o g r a m  s p e c i a l i z a t i o n  i s  a  m e t a c o m p u t a t i o n  
t a s k .  T h e  p r o g r a m s  w h i c h  h a v e  t h e  c a p a b i l i t y  t o  p e r f o r m  m e t a c o m p u t a t i o n  a r e  
m e t a p r o g r a m s .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  a  m e t a p r o g r a m  M  t o  a  p r o g r a m  p r o g  i s  d e f i n e d  
a s  <  M  p r o g  > .  
A  m e t a s y s t e m  i s  d e f i n e d  a s  a  s y s t e m  w h i c h  i n t e g r a t e s ,  c o n t r o l s  a n d  p r o c e s s e s  
o t h e r  s y s t e m s  a s  o b j e c t s .  T h e  s t e p  f r o m  a n  i n i t i a l  p r o g r a m  p r o g  t o  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  
a  m e t a p r o g r a m  M  t o  a n  e n c o d e d  f o r m  p r o g  o f  p r o g  i s  c a l l e d  a  m e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n .  
A  m u l t i - l e v e l  m e t a s y s t e m  h i e r a r c h y  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  r e p e a t e d  u s e  o f  m e t a s y s t e m  
t r a n s i t i o n s .  A  f o r m a l  d e s c r i p t i o n  o f  m e t a c o m p u t a t i o n  a n d  m e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n s  
i s  g i v e n  i n  [ 4 2 ,  4 1 1 .  
2 . 5 . 2  P a r t i a l  E v a l u a t i o n  
I n  [ 5 8 ] ,  J u l i a  h a s  s h o w n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  p r o o f s  b y  s t r u c t u r a l  i n d u c t i o n  a b o u t  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n s  u s i n g  p a r t i a l  e v a l u a t i o n .  T h e  p a r t s  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  
t h a t  d e p e n d  o n  s t a t i c  d a t a  a r e  u n f o l d e d ,  a n d  t h o s e  p a r t s  t h a t  d e p e n d  o n  t h e  d y n a m i c  
d a t a  a r e  r e s i d u a l i z e d  a n d  s i m p l i f i e d  u s i n g  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s .  
I n  [ 5 8 ] ,  J u l i a  h a s  u s e d  a  p a r t i a l  e v a l u a t o r  t o  a u t o m a t e  i n d u c t i v e  p r o o f  u s i n g  
S c h e m e .  S h e  p r o v e d  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  a p p e n d  t h e o r e m  b y  c a s e  a n a l y s i s  o n  t h e  
i n p u t  v a r i a b l e  x s ,  a n d  s i m p l i f y i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b a s e  a n d  s t e p  c a s e s  u s i n g  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  t h e  a p p e n d  f u n c t i o n  w i t h  t h e  h e l p  o f  a  p a r t i a l  e v a l u a t o r .  
a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s  =  a p p e n d  x s  ( a p p e n d  y s  x s )  
I n  t h e  b a s e  c a s e  p r o o f  o f  t h e  a b o v e  t h e o r e m ,  t h e  s t a t i c  v a l u e  [ ]  a n d  i n  t h e  s t e p  
c a s e  p r o o f ,  t h e  p a r t i a l l y  s t a t i c  v a l u e  x  : :  x s  w h e r e  b o t h  x  a n d  x s  a r e  d y n a m i c ,  w e r e  
u s e d  t o  c o n s t r u c t  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c a s e s  b a s e d  o n  t h e  s t r u c t u r e  o f  x s .  T h e  s u b -  
g o a l s  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  s u b s t i t u t i o n s  w e r e  s i m p l i f i e d  u s i n g  C o n s e l ' s  p a r t i a l  e v a l u a t o r  
S c h i s m .  S c h i s m  d o e s  n o t  u n f o l d  a n  a p p l i c a t i o n  i f  a l l  o f  t h e  a r g u m e n t s  a r e  d y n a m i c .  
T h e  d e t a i l s  o f  t h i s  p r o o f  s y s t e m  i s  g i v e n  i n  [ 5 8 ] .  
2 . 5 . 3  S u p e r c o m p i l a t i o n  
M e t a c o m p u t a t i o n  p r o v i d e s  a n  a l t e r n a t i v e  m e t h o d  o f  a u t o m a t e d  t h e o r e m  p r o v i n g  u s -  
i n g  f o r m a l  l o g i c .  I n  t h i s  p a r a d i g m ,  t h e  c o m p u t a t i o n  p r o c e s s  c a n  b e  f u l l y  m e c h a n i z e d  
u s i n g  u n f o l d - f o l d  b a s e d  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n .  T h e  a b i l i t y  o f  t h e  s u p e r c o m p i l e r  
[ l o l l  t o  p e r f o r m  a  d e e p  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  c a n  b e  u s e d  i n  t h e -  
o r e m  p r o v i n g .  T o  p r o v e  t h a t  a  c e r t a i n  p r o p e r t y  P  h o l d s  f o r  a l l  v a l u e s  o f  x  e x p r e s s e d  
b y  t h e  l o g i c a l  f o r m u l a  V x . P ( x ) ,  w e  c a n  t r a n s f o r m  t h e  o r i g i n a l  d e f i n i t i o n  o f  P ( x )  
t o  T r u e  u s i n g  s u p e r c o m p i l a t i o n .  T h e  u s e  o f  s u p e r c o m p i l a t i o n  i n  t h e o r e m  p r o v i n g  
p r e s e n t e d  i n  t h i s  s e c t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  w o r k  i n  [ 1 0 2 ,  8 1 ,  9 4 ,  4 2 ,  4 1 1 .  
P r o v i n g  L o g i c a l  F o r m u l a e  U s i n g  M e t a s y s t e m  T r a n s i t i o n s  i n  C o n j u n c t i o n  
w i t h  S u p e r c o m p i l a t i o n  
L o g i c a l  f o r m u l a e  w h i c h  a r e  u n i v e r s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  r e q u i r e ,  c o m -  
p u t a t i o n a l l y ,  a  m e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n .  L e t  A L L  a n d  E X  b e  t w o  f u n c t i o n s  w h i c h  
u s e  t h e  s u p e r c o m p i l e r  t o  p r o v e  u n i v e r s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s  
r e s p e c t i v e l y .  
T o  p r o v e  a  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  f o r m u l a  V x . p r o g ( x ) ,  t h e  f o l l o w i n g  m e t a c o m p u -  
t a t i o n  t a k e s  p l a c e .  I f  t h e  s u p e r c o m p i l e r  c o n s t r u c t s  a  f u n c t i o n  w h e r e  a l l  o f  t h e  e x i t  
p o i n t s  a r e  R u e ,  i t  o u t p u t s  R u e .  O t h e r w i s e ,  i t  o u t p u t s  I .  
T r u e ,  V x . p r o g ( x )  i s  p r o v e n  
<  A L L  p r o g ( x )  > =  
I ,  U n p r o v e d  
T o  p r o v e  a n  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  f o r m u l a  3 x . p r o g ( x ) ,  t h e  f o l l o w i n g  m e t a c o m -  
p u t  a t i o n  t a k e s  p l a c e .  T h e  f u n c t i o n  E X  c o n s t r u c t s  a  p o t e n t i a l l y  i n f i n i t e  p r o c e s s  t r e e  
b y  d r i v i n g  p r o g  u s i n g  t h e  b r e a d t h - f i r s t  p r i n c i p l e .  I f  i t  f i n d s  a n y  R u e  e x i t  p o i n t ,  i t  
o u t p u t s  T r u e .  O t h e r w i s e ,  i t  c o n t i n u a l l y  s e a r c h e s  u n t i l  i t  i s  s t o p p e d .  
T r u e ,  3 x . p r o g ( x )  i s  p r o v e n  
<  E X  p r o g ( x )  > =  
i s  s t o p p e d ,  U n p r o v e d  
T o  p r o v e  a  c o n j e c t u r e  V x . 3 ~ .  f  x  y ,  t h e  f o l l o w i n g  m e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n  s c h e m e  
i s  c o n s t r u c t e d .  
<  A L L  
.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  >  
< E X  . . . .  x  . . . .  >  
< f  @ Y >  
I n  t h e  a b o v e  s c h e m e ,  t h e  f u n c t i o n  E X  p e r f o r m s  d r i v i n g  o f  f  x  y  w h e r e  x  i s  f r e e .  
T h e n ,  t h e  f u n c t i o n  A L L  a p p l i e s  s u p e r c o m p i l a t i o n  o n  t h e  r e s u l t i n g  t e r m  o b t a i n e d .  
E x a m p l e  8  
C o n s i d e r  t h e  p r o o f  o f  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  p l u s  t h e o r e m  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s .  
A L L  x . A L L  y . A L L  z . e q n u m  ( p l u s  ( p l u s  x  y )  z )  ( p l u s  x  ( p l u s  y  2 ) )  
( 8 . 1 )  
T h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  e q n u m  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  p l u s  a s  
d e f i n e d  i n  $ 2 . 2 . 4  a r e  u s e d  t o  p r o v e  t h e  a b o v e  c o n j e c t u r e .  
e q n u m  =  X x . X y .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y '  :  F a l s e  
I  S u c c  x' :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
(  S U C C  y '  :  e q n u r n  x '  y '  
T h e  s u p e r c o m p i l e r  t r a n s f o r m s  t h e  b o d y  o f  c o n j e c t u r e  ( 8 . 1 )  t o  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  
p r o g r a m .  
l e t r e c  
f O  =  A x ,  c a s e  x o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  c a s e  z  o f  
Z e r o  :  R u e  
I  S u c c  z '  :  l e t r e c  
f l  =  A z ' .  c a s e  z' o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  z "  :  f l  z "  
i n  f l  z '  
1  S u c c  y '  :  l e t r e c  
f l  =  X v ' .  c a s e  y '  o f  
Z e r o  :  c a s e  z  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  z '  :  l e t r e c  
f 2  =  X z ' .  c a s e  z '  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  z "  :  f 2  z "  
i n  f 2  z '  
(  S u c c  y "  :  f l  y "  
i n  f l  y '  
I  S u c c  x' :  f O  2' 
i n  f O  x 
B y  i n s p e c t i n g  t h e  a b o v e  t e r m ,  w e  s e e  t h a t  a l l  o f  t h e  e x i t  p o i n t s  f r o m  t h e  t e r m  
a r e  T r u e .  T u r c h i n  r e q u i r e s  t h a t  a l l  o f  t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  t o t a l ,  a n d  t h u s  g u a r a n t e e d  
t o  t e r m i n a t e .  S u p e r c o m p i l a t i o n  r e c o g n i z e s  t h a t  t h e  a b o v e  t e r m  i s  t r a n s f o r m a b l e  t o  
T r u e .  T h i s  p r o v e s  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  p l u s  t h e o r e m .  
2 . 6  U s e  o f  L e m m a s  a n d  G e n e r a l i z a t i o n  T e c h n i q u e s  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  d i s c u s s  h o w  t h e  c o n c e p t  o f  c u t  e l i m i n a t i o n  r e l a t e s  t o  p r o o f  a n d  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s .  A l s o ,  w e  b r i e f l y  c o n s i d e r  t h e  u s e  o f  i n t e r m e d i a t e  
l e m m a s  a n d  g e n e r a l i z a t i o n  i n  i n d u c t i v e  p r o o f s .  
2 . 6 . 1  C u t  E l i m i n a t i o n  
T h e  i n a b i l i t y  t o  g e n e r a t e  a n d  p r o v e  a  w e l l - f o u n d e d  o r d e r i n g  f o r  t h e  n o n - t r i v i a l  r e c u r -  
s i v e  d a t a  t y p e s ,  a n d  t h e  i n a b i l i t y  t o  g e n e r a t e  n e w  i n d u c t i o n  r u l e s  b a s e d  o n  t h a t  o r -  
d e r  b y  c o m p u t e r  p r o g r a m s ,  l i m i t s  t h e  p o w e r  o f  a u t o m a t i c  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s .  
T h e  c u t  r u l e  i s  t h e r e f o r e  r e q u i r e d  t o  p r o p o s e  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  a n d  f o r  t h e  g e n e r -  
a l i z a t i o n  o f  c o n j e c t u r e s  ( $ 1 . 4 . 2 ) .  G e n t z e n ' s  o r i g i n a l  f o r m a l i s a t i o n  o f  s e q u e n t  c a l c u l u s  
c o n t a i n s  t h e  c u t  r u l e  ( C u t ( 1 )  i n  F i g .  2 . 1 5 ) .  
D e s p i t e  s t r o n g  a r g u m e n t s  i n  f a v o u r  o f  t h e  f a c t  t h a t  i n d u c t i v e  t h e o r i e s  d o  n o t  
a d m i t  c u t  e l i m i n a t i o n ,  s o m e  r e s e a r c h  d e m o n s t r a t e s  c u t  e l i m i n a t i o n  ( c u t - f r e e  p r o o f )  
i n  t h e  p r e s e n c e  o f  i n d u c t i o n  i n  f i r s t  o r d e r  i n t u i t i o n i s t i c  l o g i c  [ 7 6 ,  7 8 ,  1 0 0 1  a n d  a l s o  
i n  c l a s s i c a l  l o g i c  [ l o ,  1 2 ,  1 1 1 .  S o m e  r e s e a r c h  [ 4 5 ,  1 0 3 ,  1 0 2 1  i n  t h e  f i e l d  o f  i n d u c t i v e  
t h e o r e m  p r o v i n g  i n  f u n c t i o n a l  p r o g r a m m i n g  u s i n g  m e t a c o m p u t a t i o n  t e c h n i q u e s  h a s  
b e e n  c a r r i e d  o u t  t h a t  d o e s  n o t  m a k e  u s e  o f  a n y  e x p l i c i t  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s ,  w h e r e a s  
s o m e  o t h e r  e x i s t i n g  i n d u c t i v e  p r o o f  t e c h n i q u e s  n e e d  t o  u s e  e x p l i c i t  l e m m a s  i n  s u c h  
p r o o f s .  
S i m o n  M a r l o w ' s  r e s e a r c h  [ 7 5 ]  d r a w s  a  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  i d e a s  o f  p r o g r a m  
d e f o r e s t a t i o n  a n d  c u t  e l i m i n a t i o n .  T h e  g o a l  o f  d e f o r e s t a t i o n  i s  t o  e l i m i n a t e  t h e  
i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s  b y  r e d u c i n g  i t  t o  a  n o r m a l  f o r m .  M a r l o w  r e f o r m u l a t e s  
f i r s t  o r d e r  d e f o r e s t a t i o n  m a k i n g  i t  s i m i l a r  t o  t h e  f o r m u l a t i o n  o f  c u t  e l i m i n a t i o n ,  a n d  
c o m b i n e d  i t  w i t h  t h e  n o n - r e c u r s i v e  c u t  e l i m i n a t i o n  a l g o r i t h m .  M a r l o w  u s e s  l e t  t o  
r e p r e s e n t  t h o s e  d a t a  s t r u c t u r e s  t h a t  w i l l  n o t  b e  r e m o v e d  b y  d e f o r e s t a t i o n ,  a n d  c u t  
t o  r e p r e s e n t  e l i m i n a b l e  d a t a  s t r u c t u r e s .  T h e  t e r m  f o r m  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  c u t  
r u l e  o f  l o g i c  i s  t h e  c u t  c o n s t r u c t  ( C u t  ( 2 ) ) .  
r , A t a  r k A c u t ( l )  
r t - t :  A  r , ~ :  A F U :  B  
r k a  
I ' F c u t  x  = t  i n  u :  B  
C u t  ( 2 )  
F i g u r e  2 . 1 5 :  C u t  r u l e  ( C u t ( 1 ) )  a n d  t h e  c u t  c o n s t r u c t  ( C u t ( 2 ) )  
I n  [ 3 0 ] ,  C o c k e t t  a r g u e d  t h a t  W a d l e r ' s  d e f o r e s t a t i o n  t e c h n i q u e  [ I 0 4 1  a n d  
B u r s t a l l / D a r l i n g t o n ' s  u n f o l d / f o l d  t r a n s f o r m a t i o n  [ 2 4 ]  a r e  n e c e s s a r i l y  s h a d o w s  o f  a n  
u n d e r l y i n g  c u t  e l i m i n a t i o n  p r o c e d u r e ,  a n d  s h o u l d  b e  m o r e  g e n e r a l l y  r e c o g n i z e d  a s  
p r o o f  t e c h n i q u e s .  
2 . 6 . 2  
U s e  o f  L e m m a s  a n d  G e n e r a l i z a t i o n  i n  I n d u c t i o n  
V a r i o u s  h e u r i s t i c s  a r e  u s e d  t o  s u g g e s t  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  a n d  f o r  g e n e r a l i z a t i o n .  
R i p p l i n g  [ 2 3 ]  u s e s  r i c h  h e u r i s t i c s  t o  c o n j e c t u r e  l e m m a s  t o  d e s i g n  n e w  w a v e  r u l e s  t o  
u n b l o c k  r i p p l i n g ,  a n d  t o  g e n e r a l i z e  g o a l s  s o  t h a t  w a v e  r u l e s  a p p l y .  
U s e  o f  L e m m a s  i n  I n d u c t i v e  P r o o f  
T o  e x p l a i n  t h e  u s e  o f  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  i n  i n d u c t i v e  p r o o f ,  w e  c o n s i d e r  t h e  i n -  
d u c t i v e  p r o o f  o f  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  a d d i t i o n  t h e o r e m  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  c o n -  
j e c t u r e  u s i n g  s t a n d a r d  r e w r i t i n g  t e c h n i q u e s .  T h e  r e w r i t e  r u l e s  o f  5 1 . 4 . 1  a r e  u s e d  i n  
t h i s  p r o o f .  
A L L  x  :  n a t . A L L  y  :  n a t . x  +  y  =  y  +  x  
B o t h  o f  t h e  v a r i a b l e s  x  a n d  y  a r e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d .  T h e  v a r i a b l e  x  h a s  
o n e  u n f l a w e d  a n d  o n e  f l a w e d  o c c u r r e n c e ,  a n d  t h e  v a r i a b l e  y  a l s o  h a s  o n e  u n f i a w e d  
a n d  o n e  P a w e d  o c c u r r e n c e .  R e c u r s i o n  a n a l y s i s  s u g g e s t s  b o t h  o f  t h e m  a s  i n d u c t i o n  
v a r i a b l e s .  H o w e v e r ,  w e  u s e  x  a s  t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  i n  t h i s  c a s e .  W e  p e r f o r m  a  
1 - s t e p  i n d u c t i o n  o n  x .  T h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s :  x  +  y  =  y  +  x .  T h e  b a s e  c a s e  i s  
s i m p l i f i e d  a s  f o l l o w s .  
k  
0  +  y  =  y  +  0  
( b y  b a s e  c a s e  p r e m i s e  o f  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 1 ) )  
k  y = y + O  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i ) )  
T o  p r o v e  t h e  s u b g o a l  y  =  y  +  0 ,  w e  p e r f o r m  1 - s t e p  i n d u c t i o n  o n  y .  W e  a s s u m e  
t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  y  =  y  +  0 .  I n  t h e  b a s e  c a s e ,  0  =  0  +  0 ,  w h i c h  i s  s i m p l i f i e d  
t o  0  =  0  b y  r e w r i t e  r u l e  ( i ) .  I n  t h e  s t e p  c a s e ,  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i s  c o n s t r u c t e d  
a n d  i t  i s  s i m p l i f i e d  a s  f o l l o w s .  
y  =  y  +  0  
k  
S u c c ( y )  =  S u c c ( y )  +  0  
( b y  s t e p  c a s e  p r e m i s e  o f  
i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 .  I ) )  
t  S u c c ( y )  =  S u c c ( y  +  0 )  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i i ) )  
k  y = y + O  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i i i ) )  
N o w ,  t h e  s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  c o n t a i n s  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  i n -  
d u c t i o n  h y p o t h e s i s .  S o ,  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  c a n  b e  p e r f o r m e d .  T h i s  s i m p l i f i e s  t h e  
s t e p  c a s e  p r o o f  o f  t h e  s u b g o a l  y  =  y  +  0  t o  T .  T h e  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  i n d u c t i o n  
c o n c l u s i o n  f o r  t h e  o r i g i n a l  c o n j e c t u r e  p r o c e e d s  a s  f o l l o w s .  
x  +  y  =  y  +  x  
I- 
S u c c ( x )  +  y  =  y  +  S u c c ( x )  
( b y  s t e p  c a s e  p r e m i s e  o f  
i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 1 ) )  
I -  
S u c c ( x  +  y )  =  y  +  S u c c ( x )  
( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i i ) )  
T h e  p r o o f  i s  s t u c k  a t  t h i s  p o i n t .  N o  f u r t h e r  r e w r i t i n g  o f  t h i s  p a r t i a l l y  s i m p l i f i e d  
i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i s  p o s s i b l e .  T h i s  u n s o l v e d  g o a l  d o e s  n o t  s u g g e s t  a n y  g e n e r a l -  
i z a t i o n .  T o  s i m p l i f y  t h i s ,  w e  n e e d  t h e  f o l l o w i n g  r e w r i t e  r u l e :  
y  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( y  +  x )  
( i v )  
T h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  S u c c ( x  +  y )  =  y  +  S u c c ( x )  s u g g e s t s  a  l e m m a  o f  t h e  f o r m  
Vy :  n a t . V x  :  n a t . y  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( y  +  x ) .  T h i s  l e m m a  i s  u s e d  t o  d e r i v e  t h e  
a b o v e  r e w r i t e  r u l e  w h i c h  i s  u s e d  t o  s i m p l i f y  t h e  u n s o l v e d  g o a l .  B e f o r e  u s i n g  t h i s  
r e w r i t e  r u l e ,  w e  p r o v e  t h e  l e m m a  Vy :  n a t . V x  :  n a t . y  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( y  +  x ) .  
R e c u r s i o n  a n a l y s i s  s u g g e s t s  a  1 - s t e p  i n d u c t i o n  o n  y .  T h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s :  
y  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( y  +  x ) .  T h e  b a s e  c a s e  i s  s i m p l i f i e d  a s  f o l l o w s .  
t- 
0  +  S U C C ( X )  =  S u c c ( 0  +  x )  ( b y  b a s e  c a s e  p r e m i s e  o f  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 1 ) )  
k  S u c c ( x )  =  S u c c ( x )  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i ) )  
k  x = x  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i i i ) )  
I n  t h e  s t e p  c a s e ,  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  i s  c o n s t r u c t e d  a n d  i t  i s  s i m p l i f i e d  u s i n g  
t h e  r e w r i t e  r u l e s  ( i i )  a n d  ( i i i )  a s  f o l l o w s .  
y  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( y  +  x )  
I -  
S u c c ( y )  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( S u c c ( y )  +  x )  
k  
S u c c ( y  +  S u c c ( x ) )  =  S U C C ( S U C C ( ~  +  x ) )  
k  
y  +  S u c c ( x )  =  S u c c ( y  +  2 )  
N o w ,  t h e  s i m p l i f i e d  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  c o n t a i n s  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  i n d u c -  
t i o n  h y p o t h e s i s .  S o ,  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d .  T h i s  s i m p l i f i e s  t h e  s t e p  c a s e  
p r o o f  o f  t h e  l e m m a  t o  T .  N o w ,  w e  c o m p l e t e  t h e  r e m a i n i n g  s t e p  c a s e  p r o o f  o f  t h e  
c o m m u t a t i v i t y  o f  a d d i t i o n  t h e o r e m  u s i n g  t h e  n e w  r e w r i t e  r u l e  w i t h  t h e  e x i s t i n g  s e t  
o f  r e w r i t e  r u l e s .  
x  +  y  =  y  +  x  
t  
S u c c ( x  +  y )  =  y  +  S u c c ( x )  
k  
S u c c ( x  +  y )  =  S u c c ( y  +  x )  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i v ) )  
I -  x + y = y + x  ( b y  r e w r i t e  r u l e  ( i i i ) )  
N o w ,  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  c o n t a i n s  a  c o m p l e t e  c o p y  o f  t h e  i n d u c t i o n  h y -  
p o t h e s i s .  B y  p e r f o r m i n g  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n ,  t h i s  i s  s i m p l i f i e d  t o  T .  T h i s  p r o v e s  t h e  
t h e o r e m .  
G e n e r a l i z a t i o n  i n  I n d u c t i v e  P r o o f  
T h e  n e e d  f o r  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a  g o a l  i s  a l s o  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  f a i l u r e  o f  c u t  e l i m -  
i n a t i o n  i n  i n d u c t i v e  t h e o r i e s .  T o  s e e  h o w  g e n e r a l i z a t i o n  h e l p s  t o  a c h i e v e  a  s u c c e s s f u l  
p r o o f  i n  a  d i v e r g e d  p r o o f  a t t e m p t ,  c o n s i d e r  t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e  
w h i c h  i s  a  v a r i a n t  o f  t h e  a s s o c i a t i v i t y  o f  < >  t h e o r e m  u s i n g  s t a n d a r d  r e w r i t i n g  t e c h -  
n i q u e s .  W e  a d o p t  t h i s  e x a m p l e  f r o m  [ 1 5 ] .  
V x s  :  l i s t ( ~ ) . x s  < >  ( x s  < >  x s )  =  ( x s  < >  x s )  < >  x s  
W e  c o n s i d e r  o n l y  t h e  s t e p  c a s e  p r o o f  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  r e w r i t e  r u l e s .  
( H : : T ) < > L + H : : ( T < > L )  ( i )  
X l : : X 2 = Y l : : Y 2 + X l = Y l A X 2 = Y 2  ( i i )  
R e c u r s i o n  a n a l y s i s  s u g g e s t s  a  1 - s t e p  l i s t  i n d u c t i o n  r u l e  ( 1 . 2 )  o n  x s ,  t h o u g h  t h e  
3 r d ,  5 t h  a n d  6 t h  o c c u r r e n c e s  o f  x s  a r e  f l a w e d .  T h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  i s :  
I n  t h e  s t e p  c a s e  p r o o f ,  t h e  s i m p l i f i c a t i o n  o f  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  p r o c e e d s  a s  
f o l l o w s :  
t -  ( h  : :  t )  < >  ( ( h  : :  t )  < >  ( h  : :  t ) )  =  ( ( h  : :  t )  < >  ( h  : :  t ) )  < >  ( h  : :  t )  
t  
h  : :  ( t  < >  ( h  : :  ( t  < >  ( h  : :  t ) ) ) )  =  ( h  : :  ( t  < >  ( h  : :  t ) ) )  < >  ( h  : :  t )  
N o  f u r t h e r  s i m p l i f i c a t i o n  i s  p o s s i b l e ,  w h i c h  c a u s e s  t h e  p r o o f  p r o c e d u r e  t o  f a i l .  
O n l y  g e n e r a l i z i n g  a p a r t  o f  t h e  2 n d ,  3 r d ,  5 t h  a n d  6 t h  p o s i t i o n s  o f  t h e  o r i g i n a l  c o n -  
j e c t u r e  b y  i n t r o d u c i n g  a  n e w  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  y s  c a n  h e l p  t h e  p r o o f  
t o  g o  t h r o u g h .  T h i s  w i l l  g e n e r a t e  t h e  n e w  c o n j e c t u r e  a s  g i v e n  b e l o w .  
V x s  :  l i s t ( ~ ) . V y s  :  l i s t ( ~ ) . x s  < >  ( y s  < >  y s )  =  ( x s  < >  y s )  < >  y s  
N o w ,  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  w i l l  s u g g e s t  a  1 - s t e p  l i s t  i n d u c t i o n  o n  x s ,  b u t  t h i s  t i m e  
i t  i s  u n f l a w e d ,  a s  b o t h  o f  i t s  o c c u r r e n c e s  a r e  i n  t h e  r e c u r s i v e  a r g u m e n t  p o s i t i o n  o f  
t h e  f u n c t i o n  < > .  T h e  a b o v e  g e n e r a l i z e d  c o n j e c t u r e  c a n  b e  p r o v e d  s u c c e s s f u l l y  u s i n g  
s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n .  
2 . 7  C o n c l u s i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  h a v e  p r e s e n t e d  t h e  b a c k g r o u n d  r e s e a r c h  o n  t h e  s t a t e  o f  t h e  a r t  
w o r k  i n  t h e  a r e a s  o f  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n ,  a u t o m a t i c  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
t e c h n i q u e s  a n d  s t r a t e g i e s ,  p r o g r a m  s y n t h e s i s ,  a n d  m e t a c o m p u t a t i o n  b a s e d  t h e o r e m  
p r o v i n g  u s i n g  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n .  W e  h a v e  d i s c u s s e d  t h e  l i m i t a t i o n s  o f  i n d u c -  
t i v e  i n f e r e n c e  a n d  t h e  u s e  o f  t h e  c u t  r u l e  t o  i n t r o d u c e  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  a n d  
t o  p e r f o r m  a p p r o p r i a t e  g e n e r a l i z a t i o n s  w h i l e  p r e v e n t i n g  o v e r - g e n e r a l i z a t i o n ,  w h i c h  
m a y  c a u s e  i n f i n i t e  b r a n c h i n g  p o i n t s  i n t o  t h e  s e a r c h  s p a c e .  
B u r s t a l l  a n d  D a r l i n g t o n ' s  u n f o l d / f o l d  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  i s  a  
s e m i a u t o m a t i c  u s e r - g u i d e d  t r a n s f o r m a t i o n  s y s t e m .  T h e y  u s e  a s s o c i a t i v i t y  o r  c o m -  
m u t a t i v i t y  p r o p e r t i e s  o f  p r i m i t i v e s  a s  l a w s  w h e n  f o l d i n g  i s  p o s s i b l e  t o  g e n e r a t e  e f -  
f i c i e n t  p r o g r a m s .  S u p e r c o m p i l a t i o n  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  p a r t i a l  e v a l u a t i o n  a n d  
d e f o r e s t a t i o n .  S u p e r c o m p i l a t i o n  i s  a  f u l l y  d e t e r m i n i s t i c  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m .  
O v e r - g e n e r a l i z a t i o n  o c c u r s  a  l o t  i n  s u p e r c o m p i l a t i o n .  T h e  u n i f i c a t i o n - b a s e d  i n f o r -  
m a t i o n  p r o p a g a t i o n  i n  s u p e r c o m p i l a t i o n  m a k e s  i t  a p p r o p r i a t e  f o r  m e t a c o m p u t a t i o n -  
b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g .  
A m o n g  t h e  v a r i o u s  i n d u c t i v e  p r o o f  t e c h n i q u e s ,  r i p p l i n g  i s  a  p o w e r f u l  k n o w l e d g e -  
b a s e d  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  u s i n g  e x p l i c i t  i n d u c t i o n .  R i p p l i n g  p r o v i d e s  a  u s e f u l  
h e u r i s t i c  g u i d a n c e  i n  f a i l e d  p r o o f  a t t e m p t s  i n  t h e  s e l e c t i o n  o f  l e m m a s ,  i n d u c t i o n  r u l e  
c h o i c e  a n d  g e n e r a l i z a t i o n .  R i p p l e  a n a l y s i s  c a n  s u g g e s t  a n  a p p r o p r i a t e  i n d u c t i o n  e v e n  
i f  B o y e r  a n d  M o o r e ' s  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  f a i l s ,  w h i c h  a l l o w s  r i p p l i n g  t o  p r o v e  m o r e  
t h e o r e m s .  I n  m i d d l e - o u t  s y n t h e s i s ,  a  m e t a - v a r i a b l e  i s  i n s t a n t i a t e d  t o  u n k n o w n  p r o -  
g r a m  w h e n  t h e  p r o o f  i s  c o m p l e t e d .  T h e  r e w r i t i n g  p r o c e s s  m a y  n o t  a l w a y s  t e r m i n a t e  
i n  m i d d l e - o u t  i n d u c t i o n  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  m e t a - v a r i a b l e s  u s i n g  r i p p l i n g .  
M e t a c o m p u t a t i o n  p r o v i d e s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  u s i n g  
e x p l i c i t  i n d u c t i o n .  T u r c h i n  h a s  s h o w n  t h e  u s e  o f  m e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n  i n  t h e o r e m  
p r o v i n g  u s i n g  s u p e r c o m p i l a t i o n .  T h i s  t e c h n i q u e  h a s  n o t  b e e n  s t u d i e d  i n  d e p t h  t o  
p r o v e  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s  a n d  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  p r o g r a m s  i n v o l v i n g  d i f f e r e n t  
d a t a  t y p e s .  T h e  p o w e r  o f  a  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  t h e o r e m  p r o v e r  l a r g e l y  d e p e n d s  
o n  t h e  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  i n c o r p o r a t e d  i n  i t s  p r o o f  t e c h n i q u e .  T o  
t a c k l e  t h e  c h a l l e n g i n g  p r o b l e m  o f  r e m o v i n g  i n t e r m e d i a t e  s t r u c t u r e s  f r o m  p r o g r a m s  
m o r e  n a t u r a l l y ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  m u s t  b e  e q u i p p e d  w i t h  s t r o n g  h e u r i s -  
t i c s .  I n  C h a p t e r  3 ,  w e  p r e s e n t  t h e  m o r e  p o w e r f u l  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  
a l g o r i t h m  [ 4 5 ,  4 6 1  f o r  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s  w h i c h  c a n  b e  u s e d  f o r  t h i s  
p u r p o s e .  
C h a p t e r  3  
D i s t i l l a t i o n  
3 . 1  I n t r o d u c t i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  d e s c r i b e  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e .  D i s -  
t i l l a t i o n  [ 4 5 ,  4 6 1  i s  a  p o w e r f u l  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  t o  r e m o v e  i n t e r m e -  
d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s  f r o m  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s .  
D i s t i l l a t i o n  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  s u p e r c o m p i l a t i o n ;  s u p e r c o m p i l a t i o n  c a n  p r o -  
d u c e  o n l y  a  l i n e a r  i m p r o v e m e n t  i n  r u n - t i m e  p e r f o r m a n c e  o f  p r o g r a m s  [ l o l l ,  w h i l e  
d i s t i l l a t i o n  c a n  p r o d u c e  s u p e r l i n e a r  i m p r o v e m e n t .  I n  s u p e r c o m p i l a t i o n ,  m a t c h i n g  i s  
p e r f o r m e d  o n  f l a t  e x p r e s s i o n s  o n l y ;  f u n c t i o n s  a r e  c o n s i d e r e d  t o  m a t c h  o n l y  i f  t h e y  
h a v e  t h e  s a m e  n a m e .  I n  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m ,  m a t c h i n g  i s  a l s o  p e r f o r m e d  o n  r e -  
c u r s i v e  e x p r e s s i o n s ,  w h i c h  a r e  c o n s i d e r e d  t o  m a t c h  i f  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  r e c u r s i v e  
s t r u c t u r e  e v e n  t h o u g h  t h e y  m a y  c o n t a i n  d i f f e r e n t  f u n c t i o n  n a m e s .  
M a n y  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  w h i c h  a r e  e x t r a c t e d  u s i n g  g e n e r a l i z a t i o n  i n  s u p e r c o m -  
p i l a t i o n  m a y  a c t u a l l y  b e  i n t e r m e d i a t e  w i t h i n  t h e  r e s u l t i n g  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n ,  
b u t  w i l l  n o t  b e  t r a n s f o r m e d  a w a y .  T h i s  w i l l  r e s u l t  i n  a n  o v e r - g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n ,  
w h i c h  i s  n o t  d e s i r a b l e .  I n  d i s t i l l a t i o n ,  i f  a n  e x p r e s s i o n  h a s  b e e n  g e n e r a l i z e d ,  t h e n  
t h i s  g e n e r a l i z a t i o n  i s  u n d o n e  a n d  t h e  e x t r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n s  a r e  s u b s t i t u t e d  b a c k  
i n t o  t h e  e x p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  r e m a i n i n g  g e n e r a l i z e d  
e x p r e s s i o n .  T h e  r e s u l t i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  t o  t r y  a n d  r e m o v e  
t h e s e  i n t e r m e d i a t e  s t r u c t u r e s .  
T w o  d i f f e r e n t  v e r s i o n s  o f  d i s t i l l a t i o n  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  b y  H a m i l t o n .  T h e  f i r s t  
v e r s i o n  [ 4 5 ]  i s  i m p l e m e n t e d  i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n  [ 4 5 ] .  I n  
[ 4 5 ] ,  H a m i l t o n  d e f i n e d  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w i t h  a  s e t  o f  9  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s ,  
a n d  h a s  s h o w n  i t s  u s e  i n  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  [ 4 5 ] .  
T h e  v e r s i o n  o f  d i s t i l l a t i o n  p r e s e n t e d  i n  [ 4 6 ]  c o n s t r u c t s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e s  b y  
t r a n s f o r m i n g  i n p u t  p r o g r a m s ,  a n d  c o n s t r u c t s  r e s i d u a l  p r o g r a m s  f r o m  t h e  r e s u l t i n g  
p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e s .  W e  p r e s e n t  t h e  d i s t i l l a t i o n  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e  b a s e d  o n  
t h e  p r e s e n t a t i o n  i n  [ 4 6 ] .  
3 . 2  P r o g r a m  T r a n s f o r m a t i o n  U s i n g  D i s t i l l a t i o n  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  g i v e  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m .  T h e  l a n g u a g e  f o r  
w h i c h  t h e  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  t o  b e  p e r f o r m e d  i s  a  s i m p l e  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  
l a n g u a g e  a s  d e s c r i b e d  i n  5 2 . 2 . 1 .  
I n  o u r  p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m ,  u n l i k e  i n  [ 4 6 ] ,  w e  d o  n o t  s e p -  
a r a t e l y  t r a n s f o r m  t h e  s u b - e x p r e s s i o n s  e x t r a c t e d  u s i n g  g e n e r a l i z a t i o n .  T h e  r e s i d u a l  
p r o g r a m  t h e r e f o r e  c o n t a i n s  t h e s e  e x t r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n s  i n  t h e i r  o r i g i n a l  f o r m .  
I n  a d d i t i o n ,  u n l i k e  i n  [ 4 6 ] ,  r a t h e r  t h a n  c o n s t r u c t i n g  a  l o c a l  f u n c t i o n  u s i n g  a  l e t r e c  
e x p r e s s i o n  f r o m  a  c y c l e  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e ,  t h e  r e s u l t i n g  r e c u r s i v e  e x p r e s -  
s i o n  i s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  n e w  N o d e / R e p e a t  c o n s t r u c t s .  T h e  c o n s t r u c t  N o d e  
f :  e  [ ( R e p e a t  f :  e l ) / v ]  i s  e q u i v a l e n t  t o  l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v n . e [ ( f  e l  .  .  .  e , ) / v ]  i n  
f  V .  .  .  .  v n  w h e r e  { v l  .  .  .  v , )  =  f v ( e ) .  
3 . 2 . 1  F o l d i n g  a n d  G e n e r a l i z a t i o n  
F o l d i n g  i s  p e r f o r m e d  w h e n  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a  p r e v i o u s l y  
e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n .  I n  s u p e r c o m p i l a t i o n ,  m a t c h i n g  i s  p e r f o r m e d  o n  f l a t  t e r m s ;  
f u n c t i o n s  a r e  m a t c h e d  i f  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  n a m e .  I n  d i s t i l l a t i o n ,  m a t c h i n g  i s  a l s o  
p e r f o r m e d  o n  r e c u r s i v e  t e r m s ;  d i f f e r e n t  f u n c t i o n s  a r e  m a t c h e d  i f  t h e i r  c o r r e s p o n d i n g  
r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s  a l s o  m a t c h .  I f  a n y  e x p r e s s i o n  c o n t a i n i n g  a  f u n c t i o n  c a l l  o r  a  
f u n c t i o n  n o d e  i n  t h e  r e d e x  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n  
w i t h i n  t h e  p a r t i a l l y  c o n s t r u c t e d  p r o c e s s  t r e e ,  t h e n  a  r e p e a t  n o d e  i s  c r e a t e d  a t  t h e  
o c c u r r e n c e  o f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n .  I n  t h e  c a s e  o f  a  s u c c e s s f u l  m a t c h  f o r  e x p r e s s i o n s  
c o n t a i n i n g  a  f u n c t i o n  c a l l  o r  a  f u n c t i o n  n o d e  i n  t h e  r e d e x ,  t h e  o r i g i n a l  o c c u r r e n c e  o f  
t h e  e x p r e s s i o n  i s  r e p l a c e d  b y  a  N o d e  c o n s t r u c t ,  a n d  t h e  r e - o c c u r r e n c e  i s  r e p l a c e d  
b y  a  c o r r e s p o n d i n g  R e p e a t  c o n s t r u c t .  
A  N o d e  e x p r e s s i o n  i s  t h e  p r o c e s s  t r e e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n ,  
a n d  h e n c e  i t  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  i n  t h e  h o p e  o f  f i n d i n g  a  m a t c h  w i t h  a  f u r t h e r  
N o d e  e x p r e s s i o n .  A  l o c a l  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  u s i n g  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  o n l y  w h e n  
t h e  m a t c h e d  e x p r e s s i o n s  a r e  o f  N o d e  t y p e .  I n  t r a n s f o r m i n g  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n ,  a  
l o c a l  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d  u s i n g  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  f r o m  t h e  
r e s u l t i n g  s u b t r e e  r o o t e d  a t  a  f u n c t i o n  n o d e  a !  w i t h  a  f u n c t i o n  c a l l  i n  t h e  r e d e x  a n d  
a  r e p e a t  n o d e  w h i c h  p o i n t s  t o  t h e  f u n c t i o n  n o d e .  
G e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d  t o  e n s u r e  t e r m i n a t i o n  i f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  i s  
a n  e m b e d d i n g  o f  a  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n .  T o  p e r f o r m  g e n e r a l i z a t i o n ,  
s u b - e x p r e s s i o n s  a r e  e x t r a c t e d  f r o m  e x p r e s s i o n s  a s  d e s c r i b e d  i n  9 2 . 2 . 4 .  S p e c i a l  g u i d -  
a n c e  i s  n e e d e d  t o  c o n t r o l  t h e  w h o l e  g e n e r a l i z a t i o n  p r o c e s s  d u r i n g  t r a n s f o r m a t i o n .  
I n  5 2 . 2 . 4 ,  w e  h a v e  d e f i n e d  t w o  t y p e s  o f  e m b e d d i n g :  s t r i c t  a n d  n o n - s t r i c t .  I f  t h e r e  
i s  a  s t r i c t  e m b e d d i n g ,  t h e  c u r r e n t  ( e m b e d d i n g )  e x p r e s s i o n  i s  g e n e r a l i z e d ,  w h e r e a s ,  
t h e  p r e v i o u s  ( e m b e d d e d )  e x p r e s s i o n  i s  g e n e r a l i z e d  i f  t h e r e  i s  a  n o n - s t r i c t  e m b e d -  
d i n g .  W e  e x t e n d  t h i s  n o n - s t r i c t  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  r e l a t i o n  a n d  t h e  m o s t  
s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  t o  N o d e  a n d  l e t r e c  e x p r e s s i o n s .  I n  s u p e r c o m p i l a t i o n ,  t h e  
e x t r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n s  a r e  n o t  t r a n s f o r m e d  a w a y ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  c o n s t r u c t e d  
r e s i d u a l  p r o g r a m  c o n t a i n s  t h e s e  i n t e r m e d i a t e  s t r u c t u r e s .  I n  d i s t i l l a t i o n ,  t h e  r e s i d u a l  
p r o g r a m  c o n s t r u c t e d  f r o m  s u p e r c o m p i l a t i o n  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  t o  t r y  t o  r e m o v e  
t h e s e  i n t e r m e d i a t e  s t r u c t u r e s .  T h e  e x t r a c t i o n  o f  s u b - e x p r e s s i o n s  a s  a  r e s u l t  o f  g e n -  
e r a l i z a t i o n  i s  o n l y  m a d e  p e r m a n e n t  i n  d i s t i l l a t i o n  w h e n  t h e  e m b e d d i n g  o f  a  r e c u r s i v e  
e x p r e s s i o n  i s  e n c o u n t e r e d .  T h u s ,  g e n e r a l i z a t i o n  w i l l  b e  p e r f o r m e d  a t  m o s t  t w i c e  f o r  
e a c h  e x p r e s s i o n ;  o n c e  w h e n  t h e  r e d e x  i s  a  f u n c t i o n  a n d  o n c e  w h e n  t h e  r e d e x  i s  a  
r e c u r s i v e  e x p r e s s i o n .  
3 . 2 . 2  C o n s t r u c t i o n  o f  P a r t i a l  P r o c e s s  T r e e s  
T h e  o u t p u t  o f  d i s t i l l a t i o n  i s  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  f r o m  w h i c h  a  r e s i d u a l  p r o g r a m  c a n  
b e  c o n s t r u c t e d .  T h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  i s  d e f i n e d  b y  t h e  r u l e  s h o w n  i n  F i g .  3 . 1 .  
T h e  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  r u l e s  J V  a r e  d e f i n e d  i n  F i g .  2 . 4 .  T h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  r u l e s  P  ( e x c l u d i n g  r u l e s  ( P 4 )  a n d  ( 7 ' 5 ) )  a s  d e f i n e d  i n  F i g .  2 . 6  a r e  u s e d  
a l o n g  w i t h  t h e  r u l e s  o f  $ 3 . 2 . 3 .  I n  t h i s  r u l e ,  t h e  n o d e s  w h i c h  c o n t a i n  a  f u n c t i o n  c a l l ,  
f u n c t i o n  n o d e ,  r e p e a t  n o d e ,  l e t  o r  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  i n  t h e  r e d e x ,  a r e  h a n d l e d  
d i f f e r e n t l y  t h a n  t h e  n o d e s  w h i c h  d o  n o t .  
I f  t h e  c u r r e n t  n o d e  p  c o n t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  i n  w h i c h  t h e  r e d e x  i s  a  f u n c t i o n ,  
a n d  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a n  e x p r e s s i o n  w i t h i n  a n  a n c e s t o r  n o d e  a ,  t h e n  
a  r e p e a t  n o d e  i s  c r e a t e d .  A  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  t r e e  r o o t e d  
a t  a  a n d  t h i s  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  t o  c o n s t r u c t  a  n e w  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e .  T h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  a  i s  r e p l a c e d  w i t h  t h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e .  I f  
t h e  e x p r e s s i o n  c o n t a i n e d  i n  t h e  c u r r e n t  n o d e  P  i s  a  s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  a n  e x p r e s -  
T [ P ]  4  =  i f  t ( P )  =  c o n ( f )  
( 7 1 )  
t h e n  i f  3 a  E  a n c ( t , p ) . t ( a )  I. t ( P )  
t h e n  t { p  : =  t ( P )  - - +  a ) { a  : =  T [ P [ a ] ]  4 )  
e l s e  i f  3 a  E  a n c ( t ,  P ) . t ( a )  
t ( P )  
t h e n  i f  t ( a )  a  t ( P )  
t h e n  t { p  : =  T [ P [ T [ e x t r a c t ( t ( a ) ,  t ( P ) ) ]  + ] ]  4 )  
e l s e  t { a  : =  T [ P [ T [ a b s t r a c t ( t ( a ) , t ( P ) ) ]  4 )  
e l s e  t { P  : =  t ( P )  +  T [ u n f  o l d ( t ( P ) )  $ 1  4 )  
e l s e  i f  t ( P )  =  N o d e  f :  e  
t h e n  i f  3 a  E  a n c ( t ,  P ) . t ( a )  4  t ( P )  
t h e n  t { p  : =  t ( P )  - - +  a )  
e l s e  i f  3 a  E  a n c ( t ,  P ) . t ( a )  
t ( P )  
t h e n  t { a  : =  T ( [ a b s t r a c t ( t ( a ) ,  t ( P ) ) ]  4 )  
e l s e  t { p  : =  t ( P )  +  T [ e ]  4 )  
e l s e  i f  t ( P )  =  R e p e a t  f :  e  
t h e n  t { P  : =  T [ e ]  4 )  
e l s e  i f  t ( P )  =  c o n ( 1 e t r e c  f  =  e o  i n  e j )  
t h e n  t { P  : =  t ( P )  - ,  e f  - ,  T [ u n f  o l d ( e f )  ( 4  U  { f ,  e o ) ) ]  4 )  
e l s e  i f  t ( P )  =  l e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e g  
t h e n  t { p  : =  t ( P )  +  T [ e g ]  4 )  
e l s e  t { @  : =  t ( P )  +  T [ e l ]  4 , .  .  .  ,  T [ e n ]  4 )  
w h e r e  M [ t ( P ) ]  4  =  [ e l ,  .  .  .  ,  e n ]  
F i g u r e  3 . 1 :  D i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  
s i o n  w i t h i n  a n  a n c e s t o r  n o d e  a ,  g e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d  a s  d e s c r i b e d  i n  5 2 . 2 . 4  
u s i n g  t h e  e x t r a c t  o p e r a t i o n .  T h e  r e s u l t i n g  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n  i s  t r a n s f o r m e d  t o  
c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  f r o m  w h i c h  a  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d .  T h e  
e x t r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n  i s  s u b s t i t u t e d  b a c k  i n t o  t h i s  p r o g r a m ,  w h i c h  i s  t h e n  f u r -  
t h e r  t r a n s f o r m e d  t o  c o n s t r u c t  a  n e w  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e .  T h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  i s  
u s e d  t o  r e p l a c e  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  P .  I f  t h e  e x p r e s s i o n  c o n t a i n e d  i n  t h e  c u r r e n t  
n o d e  p  i s  a  n o n - s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  a n  e x p r e s s i o n  w i t h i n  a n  a n c e s t o r  n o d e  a ,  m o s t  
s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d .  T h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  t h e  e x p r e s s i o n  w i t h i n  
t h e  n o d e  a  i s  o b t a i n e d  u s i n g  t h e  a b s t r a c t  o p e r a t i o n .  T h i s  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n  
i s  t r a n s f o r m e d  t o  c o n s t r u c t  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  f r o m  w h i c h  a  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  
c o n s t r u c t e d .  T h e  e x t r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n s  a r e  s u b s t i t u t e d  b a c k  i n t o  t h i s  p r o g r a m ,  
w h i c h  i s  t h e n  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  t o  c o n s t r u c t  a  n e w  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  w h i c h  i s  
u s e d  t o  r e p l a c e  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  a .  
I f  t h e  e x p r e s s i o n  w i t h i n  t h e  c u r r e n t  n o d e  ,B c o n t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  N o d e  f :  e  i n  
t h e  r e d e x ,  w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a n  e x p r e s s i o n  w i t h i n  a n  a n c e s t o r  n o d e  a ,  t h e n  a  
r e p e a t  n o d e  i s  c r e a t e d .  I f  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  i s  a  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  o f  
a n  e x p r e s s i o n  w i t h i n  a n  a n c e s t o r  n o d e  a ,  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r f o r m e d .  
H o w e v e r ,  i n  t h i s  c a s e ,  g e n e r a l i z a t i o n  i s  p e r m a n e n t .  T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  o b t a i n e d  
b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  r e s u l t i n g  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n  i s  u s e d  t o  r e p l a c e  t h e  s u b - t r e e  
r o o t e d  a t  a .  O t h e r w i s e ,  t h e  s u b - e x p r e s s i o n  e  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  
I f  t h e  e x p r e s s i o n  w i t h i n  t h e  c u r r e n t  n o d e  / 3  c o n t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  R e p e a t  f :  e  
i n  t h e  r e d e x ,  t h e n  t h e  s u b - e x p r e s s i o n  e  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  
I f  t h e  e x p r e s s i o n  w i t h i n  t h e  c u r r e n t  n o d e  ,8 c o n t a i n s  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  i n  t h e  
r e d e x ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  i s  a d d e d  t o  4 ,  a n d  t h e  u n f o l d e d  f u n c t i o n  c a l l  i s  
f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  T h e  r e s u l t i n g  s u b - t r e e  i s  a d d e d  t o  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  P  
w i t h  t h e  f u n c t i o n  c a l l  a s  t h e  d e s c e n d a n t .  
I f  t h e  c u r r e n t  n o d e  ,B c o n t a i n s  a  l e t  e x p r e s s i o n  l e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v ,  =  e n  i n  e g ,  
t h e n  t h e  r e m a i n i n g  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n  e g  i s  t r a n s f o r m e d .  T h e  r e s u l t i n g  s u b - t r e e  
i s  a d d e d  t o  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  , B .  
F o r  a n y  o t h e r  e x p r e s s i o n  e ,  t h e  e x p r e s s i o n s  o b t a i n e d  b y  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  
o f  t h e  e x p r e s s i o n  e  a r e  t r a n s f o r m e d  s e p a r a t e l y ,  a n d  a d d e d  a s  c h i l d r e n  t o  t h e  s u b - t r e e  
r o o t e d  a t  e .  
3 . 2 . 3  
R u l e s  f o r  R e s i d u a l  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  
T h e  f o l l o w i n g  r u l e s  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  a r e  r e - d e f i n e d .  
P [ a  =  ( c o n ( ! ) )  +  t ]  
( P 4 )  
=  N o d e  f :  ( P I t l ) ) ,  
i f  3 P  E  t . P  - - +  a  a n d  P  =  a { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v ,  : =  e n }  
=  p [ t ] ,  o t h e r w i s e  
P u p  =  ( c o n ( ! ) )  - - +  a ]  =  R e p e a t  f :  ( c o n ( ! ) )  ( p 5 )  
w h e r e  ,B 5  a { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v, : =  e n }  
P [ ( l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  v, =  e n  i n  e g )  + =  t ]  
( 7 ' 9 )  
=  ( P [ t ] )  { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v n  : =  e n )  
R u l e  ( P 4 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  r o o t e d  a t  a  w h i c h  c o n t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  w i t h  a  
f u n c t i o n  i n  t h e  r e d e x  a n d  a  s u b - t r e e  t .  I f  t h e r e  e x i s t s  a  n o d e  ,B w i t h i n  t h e  s u b - t r e e  
t  s u c h  t h a t  ,B i s  a n  i n s t a n c e  o f  a ,  t h e n  t h e  r e s u l t  o f  p r o c e s s i n g  t h e  c u r r e n t  t r e e  i s  
N o d e  f :  e  w h e r e  e  i s  t h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s u b - t r e e  t ,  a n d  f  i s  a  n e w  
n a m e  f o r  t h i s  l o c a l  d e f i n i t i o n .  O t h e r w i s e ,  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  
t h e  s u b - t r e e  t .  
I n  r u l e  ( P 5 ) ,  a  r e p e a t  n o d e  ,B c o n t a i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  i n  w h i c h  t h e  r e d e x  i s  a  
f u n c t i o n  i s  p r o c e s s e d ,  w h i c h  h a s  a  m a t c h i n g  f u n c t i o n  n o d e  a .  T h e  r e s u l t  o f  p r o c e s s i n g  
t h e  c u r r e n t  t r e e  i s  R e p e a t  f :  e  w h e r e  f  i s  t h e  f u n c t i o n  w h i c h  w a s  i n t r o d u c e d  f o r  
t h e  f u n c t i o n  n o d e  a n d  e  i s  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n .  
I n  r u l e  ( P 9 ) ,  a  t r e e  r o o t e d  a t  a  l e t  e x p r e s s i o n  i s  p r o c e s s e d .  T h e  s u b - e x p r e s s i o n s  
e l ,  .  .  .  ,  e n  a r e  s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  v a r i a b l e s  v l ,  .  .  .  ,  v, w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  
b y  p r o c e s s i n g  t h e  c h i l d  s u b - t r e e .  
T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  c o n s t r u c t e d  b y  d i s t i l l a t i o n  m a y  c o n t a i n  N o d e  e x p r e s -  
s i o n s  w i t h i n  i t s  n o d e s .  T h e r e f o r e ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
r u l e s  d e f i n e d  i n  s 2 . 2 . 4 ,  t h e  f o l l o w i n g  r u l e s  a r e  u s e d  t o  d e a l  w i t h  t h e s e  e x p r e s s i o n s  
w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e .  
P [ a  =  ( N o d e  f :  e )  +  t ]  
( p 1 0 )  
=  l e t r e c  f  =  X u l . .  .  V n . P [ t ]  
i n  f  v l  .  .  .  v , ,  
i f  3 P  E  t . , B  - - +  a  a n d  p  
a { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v, : =  e n  >  
=  P i t ] ,  o t h e r w i s e  
P[,B =  ( N o d e  f :  e )  - - +  a ]  
=  f  e l  . . .  e n  
w h e r e  ,B -  a { v l  : =  e l ,  .  .  .  ,  v, : =  e n )  
R u l e  ( P 1 0 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  r o o t e d  a t  a  w h i c h  c o n t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  N o d e  
f :  e  w i t h  s u b - t r e e  t .  I f  t h e r e  e x i s t s  a  n o d e  ,B w i t h i n  t h e  s u b - t r e e  t  s u c h  t h a t  ,B i s  
a n  i n s t a n c e  o f  a ,  t h e n  t h e  r e s u l t  o f  p r o c e s s i n g  t h e  c u r r e n t  t r e e  i s  t o  i n t r o d u c e  a  
l o c a l  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  i n t o  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m .  T h e  b o d y  o f  t h e  n e w  f u n c t i o n  
i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s u b - t r e e  t .  O t h e r w i s e ,  n o  l o c a l  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d ,  a n d  t h e  
r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s u b - t r e e  t .  
I n  r u l e  ( P l l ) ,  a  r e p e a t  n o d e  p  c o n t a i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  N o d e  f :  e  i s  p r o c e s s e d ,  
w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a n  a n c e s t o r  n o d e  a .  I n  t h i s  c a s e ,  a n  a p p r o p r i a t e  r e c u r s i v e  
c a l l  t o  t h e  f u n c t i o n  f  i n t r o d u c e d  f o r  t h e  a n c e s t o r  n o d e  a  i s  a d d e d  t o  t h e  r e s i d u a l  
p r o g r a m .  
T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  c o n s t r u c t e d  b y  d i s t i l l a t i o n  m a y  c o n t a i n  l e t r e c  e x p r e s -  
s i o n s  w i t h i n  i t s  n o d e s .  T h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  d e f i n e d  t o  d e a l  
w i t h  t h e s e  e x p r e s s i o n s  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e .  
P [ a  =  ( c o n ( 1 e t r e c  f  =  eo i n  f  e l . .  .  e n ) )  +  p  +  t ]  
( p 1 2 )  
=  l e t r e c  f '  =  X v l  .  .  .  v n . P [ t ]  
i n  f '  v l  .  .  .  v , ,  
i f  3 P f  E  t . P f  - - +  ,8 a n d  P f  -  P { v l  : =  e i ,  .  .  .  ,  v ,  : =  e k )  
=  P [ t ] ,  o t h e r w i s e  
P I P  =  ( c o n ( f ) )  - - +  a ]  ( 7 ' 1 3 )  
I  
=  f '  e i  .  .  .  e n ,  
i f  ,8 E  a { v l  : =  e i ,  .  .  .  ,  v ,  : =  e k )  a n d  
3 a '  E  a n c ( t ,  a )  . t ( a l )  =  c o n ( 1 e t r e c  f  =  eo i n  f  e l  .  .  .  e n )  
R u l e  ( P 1 2 )  p r o c e s s e s  a  t r e e  r o o t e d  a t  a  w h i c h  c o n t a i n s  a n  e x p r e s s i o n  
c o n ( 1 e t r e c  f  =  eo i n  f  e l . .  .  e n )  w i t h  a  d e s c e n d a n t  ,8 a n d  s u b - t r e e  t .  I f  t h e r e  
e x i s t s  a  n o d e  p '  w i t h i n  t h e  s u b - t r e e  t  s u c h  t h a t  p' i s  a n  i n s t a n c e  o f  p ,  t h e n  t h e  r e -  
s u l t  o f  p r o c e s s i n g  t h e  c u r r e n t  t r e e  i s  t o  i n t r o d u c e  a  l o c a l  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  i n t o  t h e  
r e s i d u a l  p r o g r a m .  T h e  b o d y  o f  t h e  n e w  f u n c t i o n  f '  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s u b - t r e e  
t .  O t h e r w i s e ,  n o  l o c a l  f u n c t i o n  i s  d e f i n e d ,  a n d  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  i s  c o n s t r u c t e d  
f r o m  t h e  s u b - t r e e  t .  
I n  r u l e  ( P 1 3 ) ,  a  r e p e a t  n o d e  /3 c o n t a i n i n g  a n  e x p r e s s i o n  c o n ( f )  i s  p r o c e s s e d ,  
w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a n  a n c e s t o r  n o d e  a  a n d  t h e  a n c e s t o r  o f  a  i s  a  l e t r e c  e x p r e s -  
s i o n .  I n  t h i s  c a s e ,  a n  a p p r o p r i a t e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  t h e  f u n c t i o n  f '  i n t r o d u c e d  f o r  t h e  
a n c e s t o r  n o d e  a  i s  a d d e d  t o  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m .  
3 . 3  E x a m p l e s  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  g i v e  s e v e r a l  e x a m p l e s  t o  s h o w  h o w  d i s t i l l a t i o n  c a n  b e  u s e d  
t o  t r a n s f o r m  i n p u t  p r o g r a m s .  I n  t h e  e x a m p l e s ,  w e  u s e  s i m p l i f i e d  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e s  f r o m  w h i c h  n o d e s  w h i c h  c o n t a i n  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m  c o n ( ( X v . e o )  e l )  a n d  
c o n ( c a s e  ( c  e l  .  .  .  e n )  o f  .  .  . )  h a v e  b e e n  o m i t t e d  f o r  s i m p l i c i t y .  W e  a l s o  r e n a m e  p a t -  
t e r n  v a r i a b l e s  d u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a  c a s e  e x p r e s s i o n  w i t h  a  v a r i a b l e  i n  t h e  
r e d e x .  
W i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e s  s h o w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e s ,  w e  r e p r e s e n t  
s o m e  o f  t h e  l e a f  n o d e s  w i t h  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m  r u e ]  w h e r e  e  i s  t h e  e x p r e s s i o n  t o  
b e  t r a n s f o r m e d .  W e  d o  t h i s  t o  r e f e r  t o  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a n  i d e n t i c a l  e x p r e s s i o n  
o f  e  t h a t  h a s  a l r e a d y  b e e n  p e r f o r m e d .  
T h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  d o e s  n o t  r e q u i r e  a n y  g e n e r a l i z a t i o n  t o  c o m p l e t e  t h e  t r a n s -  
f o r m a t i o n ,  b u t  a l l  o t h e r  e x a m p l e s  r e q u i r e  g e n e r a l i z a t i o n .  E x a m p l e s  o f  a c c u m u l a t i n g  
p a t t e r n s ,  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r s  a n d  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s  a r e  s h o w n  i n  A p -  
p e n d i x  A . 1 .  F i g .  3 . 2  s h o w s  s o m e  o f  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  w h i c h  a r e  u s e d  a l o n g  w i t h  
t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  a p p e n d ,  r e v e r s e ,  p l u s  a n d  e q n u m  a s  d e f i n e d  i n  t h e  
e x a m p l e s  3 ,  4 ,  6  a n d  8  r e s p e c t i v e l y  o f  C h a p t e r  2  t o  t r a n s f o r m  t h e  i n p u t  e x p r e s s i o n s .  
e v e n  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
(  S u c c  x ' '  :  e v e n  x "  
d o u b l e a  =  A x . A y . c a s e  x  o f  
Z e r o  :  y  
1  S u c c  x '  :  d o u b l e a  x '  ( S u c c  ( S u c c  y ) )  
l e g  =  A x . A y ,  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y '  :  D u e  
I  S u c c  x '  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
(  S U C C  y '  :  l e g  x '  y '  
F i g u r e  3 . 2 :  F u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  
E x a m p l e  9  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  ( 9 . 1 )  a b o u t  n a t u r a l  n u m b e r s .  
l e q  x  ( p l u s  x  y )  
( 9 . 1 )  
D u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 9 . 1 ) ,  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  
F i g .  3 . 3  i s  c o n s t r u c t e d .  W i t h i n  t h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e ,  e x p r e s s i o n  ( 9 . 2 )  i s  e n c o u n -  
t e r e d ,  w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 9 . 1 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  
a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 9 . 2 ) .  
l e q  x' ( p l u s  x' y )  
( 9 . 2 )  
c a s e  ( S u c c ( p 1 u s  x' y ) )  o f  .  .  .  
c a s e  y  o f  .  .  .  
l e g  x' ( p l u s  x' y )  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
1  
\  
c a s e  ( p l u s  Z e r o  y )  o f  .  .  . I  
1  c a s e  ( p l u s  ( S u c c  x ' )  y )  o f  .  .  .  
I  
1  
\  
I  
I  
F i g u r e  3 . 3 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 1 )  f o r  T [ l e q  x  ( p l u s  x  y ) ]  
c a s e  ( c a s e  Z e r o  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
E x p r e s s i o n  ( 9 . 3 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  3 . 3 .  
( c a s e  ( S u c c  x ' )  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
I  
I  
N o d e  f O :  c a s e  x  o f  
( 9 . 3 )  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  T r u e  
(  S u c c  y' :  T r u e  
I  S u c c  x '  :  R e p e a t  f O :  l e q  x '  ( p l u s  x' y )  
1  I  
E x p r e s s i o n  ( 9 . 3 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  
s h o w n  i n  F i g .  3 . 4 .  E x p r e s s i o n  ( 9 . 4 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  
s h o w n  i n  F i g .  3 . 4 .  
c a s e  x  o f  ( 9 - 4 )  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  y' :  D u e  
(  S u c c  x' :  N o d e  f l :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y' :  T r u e  
I  S u c c  x "  :  R e p e a t  f l :  l e q  x "  ( p l u s  x "  y )  
1  c a s e  y  o f  .  .  .  (  
1  T r u e  1  
\  
I  
c a s e  ( p l u s  ( S u c c  x " )  y )  o f  .  .  .  
I  
I  
c a s e  ( p l u s  Z e r o  y )  o f  .  .  .  
I  
J  
I  
c a s e  ( c a s e  ( S u c c  x " )  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
1  I  
/  
c a s e  ( c a s e  Z e r o  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
/  
1  
l e g  x t l  ( p l u s  x "  y )  
I  c a s e  y  o f  .  .  .  1  
F i g u r e  3 . 4 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 2 )  f o r  T i l e g  x  ( p l u s  x  y ) ]  
W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 9 . 5 )  f r o m  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  l e q  x '  ( p l u s  x '  y )  w i t h i n  
F i g .  3 . 4 .  
N o d e  f l :  c a s e  x '  o f  
( 9 . 5 )  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  y' :  T r u e  
(  S u c c  x "  :  R e p e a t  f l :  l e g  x "  ( p l u s  x "  y )  
E x p r e s s i o n  ( 9 . 5 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 9 . 3 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  
c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 9 . 5 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  
w h i c h  i s  s h o w n  i n  F i g .  3 . 5 .  
W e  t h e r e f o r e  c o n s t r u c t  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  s h o w n  i n  F i g .  3 . 6  f r o m  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  3 . 5 .  
N o d e  f O :  c a s e  x  o f  .  .  .  
\  
\  
\  
\  
c a s e  x  o f  .  .  .  
\  \  
\  
\  
1  
I  
c a s e  y  o f  .  .  .  
F i g u r e  3 . 5 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 3 )  f o r  T [ [ l e q  x  ( p l u s  x  y ) ]  
l e t r e c  f  0  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  : T r u e  
(  S u c c  y '  :  T r u e  
(  S u c c  x' :  f 0  x' 
i n  f O  x  
F i g u r e  3 . 6 :  R e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  T [ l e q  x  ( p l u s  x  y ) ]  
3 . 4  T e r m i n a t i o n  o f  t h e  D i s t i l l a t i o n  A l g o r i t h m  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  g i v e  t h e  p r o o f  t h a t  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  a l w a y s  t e r m i n a t e s .  T h i s  
p r o o f  o f  t e r m i n a t i o n  i s  b a s e d  o n  t h e  l a n g u a g e - i n d e p e n d e n t  f r a m e w o r k  f o r  p r o v i n g  
t e r m i n a t i o n  o f  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r s  i n  [ 9 6 ]  i n  t h e  m e t r i c  s p a c e  o f  t r e e s .  
F o r  a  t r a n s f o r m e r  t o  f i t  i n t o  t h e  f r a m e w o r k  f o r  t e r m i n a t i o n  o f  a b s t r a c t  t r a n s -  
f o r m e r s  [ 9 6 ] ,  i t  i s  s u f f i c i e n t  t o  e n s u r e  t h a t :  
1 .  i n  t h e  s e q u e n c e  o f  t r e e s  p r o d u c e d  b y  t r a n s f o r m a t i o n ,  f o r  a n y  d e p t h  d ,  t h e r e  
m u s t  b e  s o m e  p o i n t  f r o m  w h i c h  e v e r y  t w o  c o n s e c u t i v e  t r e e s  a r e  i d e n t i c a l  d o w n  
t o  d e p t h  d .  
2 .  o n l y  f i n i t e  t r e e s  a r e  p r o d u c e d .  
W e  c a n  p r o v e  t h e  f i r s t  p r o p e r t y  b y  i n d u c t i o n  o n  t h e  d e p t h  o f  t h e  t r e e s  p r o d u c e d  b y  
v i r t u e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  a l g o r i t h m  d o e s  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g :  
a d d s  n e w  l e a v e s  t o  a  t r e e  w h i c h  m a k e s  c o n s e c u t i v e  t r e e s  i d e n t i c a l  a t  a n  i n -  
c r e a s i n g  d e p t h .  
r e p l a c e s  a  s u b - t r e e  w i t h  a  n o d e  w h o s e  l a b e l  i s  a  l e t  e x p r e s s i o n .  E a c h  n o d e  
c a n  b e  g e n e r a l i z e d  a t  m o s t  t w i c e  i n  t h i s  w a y :  o n c e  w h e n  t h e  l a b e l  i s  a  f l a t  
e x p r e s s i o n ,  a n d  o n c e  w h e n  t h e  l a b e l  i s  a  r e c u r s i v e  e x p r e s s i o n .  
T h e  s e c o n d  p r o p e r t y  i s  e n s u r e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  i n  e v e r y  p r o c e s s  t r e e :  
t h e  n o d e  t h a t  c o n t a i n s  a  l e t  e x p r e s s i o n  h a s  c h i l d r e n  w h i c h  a r e  s u b - e x p r e s s i o n s  
o f  t h e  l e t  e x p r e s s i o n .  S o ,  w i t h i n  a  p a t h  w h i c h  c o n s i s t s  o n l y  o f  l e t  e x p r e s s i o n s ,  
t h e  s i z e  o f  t h e  n o d e s  s t r i c t l y  d e c r e a s e s .  
a  a l l  o t h e r  n o d e s  a r e  n o t  a l l o w e d  t o  h o m e o m o r p h i c a l l y  e m b e d  a n  a n c e s t o r .  
N o w ,  w e  g i v e  t h e  d e t a i l s  o f  t h e  t e r m i n a t i o n  p r o o f  o f  d i s t i l l a t i o n  b a s e d  o n  t h e  
t e r m i n a t i o n  p r o o f  o f  a n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  i n  t h e  m e t r i c  s p a c e  o f  t r e e s  
a s  p r e s e n t e d  i n  [ 9 6 ] .  W e  r e c o m m e n d  t h e  i n t e r e s t e d  r e a d e r s  t o  s e e  [ 9 6 ]  f o r  t h e  d e t a i l s  
o f  a n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  a n d  m e t r i c  s p a c e  o f  t r e e s .  
W e  c o n s i d e r  a n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  M  o n  a  s e t  E .  L e t  t  b e  a  t r e e  o v e r  
E .  T h e  e l e m e n t s  o f  d o m ( t )  a r e  c a l l e d  n o d e s  o f  t .  T h e  e m p t y  s t r i n g  E  i s  t h e  r o o t ,  
a n d  f o r  a n y  n o d e  a  i n  t ,  t h e  n o d e s  a i  o f  t  ( i f  a n y )  a r e  t h e  c h i l d r e n  o f  a  a n d  a  i s  
t h e  p a r e n t  o f  t h e s e  n o d e s .  l e a f ( t )  d e n o t e s  t h e  s e t  o f  a l l  l e a f s  i n  t .  A l s o ,  t  i s  f i n i t e ,  i f  
d o m ( t )  i s  f i n i t e  a n d  t  i s  s i n g l e t o n  i f  d o m ( t )  =  { E ) .  T w o  e x p r e s s i o n s  e l  a n d  e 2  a r e  
i n c o m m e n s u r a b l e ,  e l  
e 2 ,  i f  e l  n  e 2  i s  a  v a r i a b l e .  
T , ( E )  i s  t h e  s e t  o f  a l l  t r e e s  o v e r  E  a n d  T ( E )  i s  t h e  s e t  o f  a l l  f i n i t e  t r e e s  o v e r  E .  
L e t  E H ( V )  b e  t h e  s e t  o f  e x p r e s s i o n s  o v e r  s y m b o l s  H  a n d  v a r i a b l e s  V .  
A n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  o n  E  i s  a  m a p  M  :  T ( E )  +  T ( E ) .  N o  m o r e  
t r a n s f o r m a t i o n  s t e p s  w i l l  h a p p e n  w h e n  M ( t )  =  t .  M  o n  E  t e r m i n a t e s  o n  t  E  T ( E )  
i f  ~ ~ ( t )  =  ~ ~ + l ( t )  f o r  s o m e  i  E  N  ( f o r  f  :  A  +  A ,  f  ' ( a )  =  a ,  f i s l ( a )  =  f  i ( f  ( a ) ) ) .  
M  o n  E  t e r m i n a t e s  i f  M  t e r m i n a t e s  o n  a l l  s i n g l e t o n s  t  E  T ( E ) .  
L e t  M  :  T ( E )  +  T ( E )  b e  a n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  o n  E  a n d  p  :  
T , ( E )  +  I B  b e  a  p r e d i c a t e .  M  m a i n t a i n s  p  i f ,  f o r  e v e r y  s i n g l e t o n  t  E  T ( E )  a n d  
i  E  N ,  p ( ~ i ( t ) )  = 1 .  A  p r e d i c a t e  p  :  T , ( E )  +  B  i s  f i n i t a r y  i f  ~ ( t )  = 0  f o r  a l l  
i n f i n i t e  t  E  T , ( E ) .  A n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  M  o n  E  i s  C a u c h y  i f ,  f o r  
e v e r y  s i n g l e t o n  t  E  T, ( E )  ,  t h e  s e q u e n c e  t ,  M  ( t ) ,  M 2  ( t ) ,  .  .  .  i s  a  C a u c h y  s e q u e n c e .  
L e t  M  :  T ( E )  +  T ( E )  m a i n t a i n  p r e d i c a t e  p  :  T , ( E )  +  B .  I f  
1 .  M  i s  C a u c h y ,  a n d  
2 .  p  i s  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s ,  
t h e n  M  t e r m i n a t e s .  
T h e  c o n d i t i o n  t h a t  M  b e  C a u c h y  g u a r a n t e e s  t h a t  o n l y  f i n i t e l y  m a n y  g e n e r a l -  
i z a t i o n  s t e p s  w i l l  h a p p e n  a t  a  g i v e n  n o d e ,  a n d  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  p  b e  f i n i t a r y  a n d  
c o n t i n u o u s  g u a r a n t e e s  t h a t  o n l y  f i n i t e l y  m a n y  u n f o l d i n g  s t e p s  w i l l  b e  u s e d  t o  e x p a n d  
t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t r e e .  A n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  i s  C a u c h y  i f  i t  a l w a y s  e i -  
t h e r  a d d s  s o m e  n e w  c h i l d r e n  t o  a  l e a f  n o d e  b y  u n f o l d i n g ,  o r  r e p l a c e s  a  s u b t r e e  b y  a  
n e w  t r e e  w h o s e  r o o t  l a b e l  i s  s t r i c t l y  s m a l l e r  t h a n  t h e  l a b e l  o f  t h e  r o o t  o f  t h e  f o r m e r  
s u b t r e e  b y  g e n e r a l i z e  o p e r a t i o n .  
N o w ,  w e  p r o v e  t h a t  d i s t i l l a t i o n  M D  t e r m i n a t e s .  W e  d o  t h i s  b y  p r o v i n g  t h a t  M D  
i s  C a u c h y  a n d  t h a t  M D  m a i n t a i n s  a  f i n i t a r y ,  c o n t i n u o u s  p r e d i c a t e .  W e  f i r s t  p r o v e  
t h a t  M D  i s  C a u c h y  b y  u s i n g  t h e  f o l l o w i n g  p r o p o s i t i o n :  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 1  
L e t  ( E ,  5 )  b e  a  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r  a n d  M  :  T  ( E )  +  T  ( E )  a n  a b s t r a c t  p r o g r a m  
t r a n s f o r m e r  s u c h  t h a t ,  f o r  a l l  t ,  M ( t )  =  t { y  : =  t ' )  f o r  s o m e  y ,  t '  w h e r e  
1 .  y  E  l e a f ( t )  a n d  t ( y )  =  t ' ( ~ )  ( u n f o l d ) ;  o r  
2 .  t ( y )  >  t ' ( ~ )  ( g e n e r a l i z e ) .  
t h e n  M D  i s  C a u c h y .  
T h e  f o l l o w i n g  s h o w s  t h a t  a  C a u c h y  t r a n s f o r m e r  t e r m i n a t e s  i f  i t  n e v e r  i n t r o d u c e s  
a  n o d e  w h o s e  l a b e l  i s  l a r g e r  t h a n  a n  a n c e s t o r ' s  l a b e l  w i t h  r e s p e c t  t o  s o m e  w e l l - q u a s i  
o r d e r .  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 2  
L e t  ( E ,  5 )  b e  a  w e l l - q u a s i  o r d e r .  T h e n  a  f i n i t a r y  p r e d i c a t e  p  :  T , ( E )  +  B ,  
0  i f  3 a ,  a i p  E  d o m ( t )  :  t  ( a )  5  t  ( a @ )  
P O >  =  
1  o t h e r w i s e  
i s  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s .  
T h e  f o l l o w i n g  s h o w s  t h a t  a  C a u c h y  t r a n s f o r m e r  t e r m i n a t e s  i f  i t  n e v e r  i n t r o d u c e s  
a  n o d e  w h o s e  l a b e l  i s  n o t  s m a l l e r  t h a n  i t s  i m m e d i a t e  a n c e s t o r ' s  l a b e l  w i t h  r e s p e c t  
t o  s o m e  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r .  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 3  
L e t  ( E ,  5 )  b e  a  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r .  T h e n  a  f i n i t a r y  p r e d i c a t e  p  :  T , ( E )  +  B ,  
( 1  o t h e r w i s e  
i s  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s .  
M D  a l w a y s  e i t h e r  u n f o l d s  o f  a n  e x p r e s s i o n  o r  r e p l a c e s  a  s u b t r e e  b y  a  n e w  l e a f  
w h o s e  l a b e l  i s  s t r i c t l y  s m a l l e r  t h a n  t h e  e x p r e s s i o n  i n  t h e  r o o t  o f  t h e  f o r m e r  s u b t r e e .  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 4  
M D  i s  C a u c h y .  
P r o o f .  W e  d e f i n e  t h e  r e l a t i o n  >  o n  t h e  s e t  C  o f  l e t  e x p r e s s i o n s  b y :  
l e t  v i  =  e i , .  .  .  , v k  =  e &  i n  e  +  l e t  v l  =  e l , .  .  .  , v n  =  e n  i n  e  u  m  =  0  &  n  > _  0  
w h e r e  >  i s  a  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r .  
W e  s h o w  t h a t  f o r  a n y  t  E  T ( L ) ,  M D ( t )  =  t { y  : =  t ' }  w h e r e  f o r  s o m e  y  E  d o m ( t )  
a n d  t '  E  T , ( C ) ,  e i t h e r  y  E  l e a f ( t )  a n d  t ( y )  =  t l ( & ) ,  o r  t ( y )  +  t l ( & ) .  W e  p r o c e e d  b y  
c a s e  a n a l y s i s  o f  t h e  o p e r a t i o n  p e r f o r m e d  b y  M D .  
1 .  M D ( t )  =  7 ( y )  =  t { y  : =  t ' ) ,  w h e r e  y  E  l e a f ( t )  a n d ,  f o r  t h e  e x p r e s s i o n s  
e l , .  .  .  , e n ,  t '  =  t ( y )  +  e l , .  .  .  ,  e n .  T h e n  t ( y )  =  t l ( & ) .  
2 .  M D ( t )  =  a b s t r a c t ( t ( y ) ,  t ( a ) )  =  t { y  : =  l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e  + ) ,  w h e r e  
a  E  a n c ( t ,  y ) ,  t ( a )  #  t ( y ) ,  t ( a ) ,  t ( y )  E  E  a r e  b o t h  n o n - t r i v i a l ,  t ( a )  5 .  t ( y ) ,  
e  =  t ( a ) n t ( y ) ,  a n d  t ( y )  =  e { v l  : =  e l , . . . , v n  : =  e n ) .  T h e n ,  e  =  t ( a )  a n d  
t ( y )  =  t ( a ) { v l  : =  e l  , . . .  , v n  : =  e n ) ,  b u t  t ( y )  #  t ( a ) ,  s o  n  >  0 .  T h u s ,  t ( y )  >  
l e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v ,  =  e n  i n  e  =  t l ( & ) .  
3 .  M D  ( t )  =  a b s t r a c t ( t ( y ) ,  t ( P ) )  =  t { y  : =  l e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e  + ) ,  w h e r e  
y  E  a n c ( t ,  P ) ,  t ( P ) ,  t ( y )  a r e  b o t h  n o n - t r i v i a l ,  t ( y )  $ -  t ( P ) ,  e  =  t ( y )  Il t ( P ) ,  
a n d  t ( y )  =  e { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v n  : =  e n ) .  T h e n ,  t ( y )  #  e ,  b u t  t ( y )  =  e { v l  : =  
e l , .  .  .  ,  v ,  : =  e n ) ,  s o  n  >  0 .  T h u s ,  t ( y )  t  l e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v ,  =  e n  i n  e  =  t l ( & ) .  
4 .  M D ( t )  =  e x t r a c t ( t ( a ) , t ( y ) )  =  t { y  : =  l e t  v  =  eo i n  e ( v )  + } ,  w h e r e  a  E  
a n c ( t ,  y ) ,  t ( a ) ,  t ( P )  a r e  n o n - t r i v i a l ,  t ( a )  9  t ( y ) ,  t ( a )  t )  t ( y ) ,  a n d  a l s o  t ( y )  =  
e ( e o ) .  H e r e  n  >  0 :  i f  n  =  0 ,  t h e n  t ( y )  =  e ( ) ,  b u t  t h e n  t ( a )  t t ,  t ( P ) .  T h u s ,  
t ( y )  =  e ( e o )  +  l e t  v  =  eo i n  e ( v )  =  t 1 ( & ) .  
T h i s  c o n c l u d e s  t h e  p r o o f .  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 5  
M D  m a i n t a i n s  a  f i n i t a r y ,  c o n t i n u o u s  p r e d i c a t e .  
P r o o f .  W e  d e f i n e  S[m] :  E  -+ N  b y  
21 
c  e l  . . .  e n  
X v . e  
f  
e o  e l  
c a s e  e o  o f  p l  :  
e l  I  . . .  I  pk :  ek 
l e t  v l  =  e l ,  
.  .  .  ,  v, =  e n  i n  e o  
l e t r e c  f  =  e o  i n  e l  
N o d e  f :  e  
R e p e a t  f :  e  
W e  d e f i n e  1  :  1 3  +  &  b y  
l ( 1 e t  v l  =  e l ,  .  .  .  ,  
v n  =  e n  i n  e o )  =  e o { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v n  : =  e , )  f o r  n  2  0 .  
W e  d e f i n e  2  o n  L  b y :  
c  7  e l  S [ l ( e ) ]  >  s g l ( e l ) ]  o r ,  s [ l ( e ) ]  =  S [ i ( e l ) ]  &  i ( e )  2  i ( t l )  
W e  c o n s i d e r  
i s  a  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r .  C o n s i d e r  t h e  p r e d i c a t e  q  :  T,(!) +  
B  d e f i n e d  b y  q ( t )  =  p ( t O )  w h e r e  p  :  T, (!) +  B  i s  d e f i n e d  b y :  
0  i f  3 0 ,  a $  E  d o m ( t )  :  t ( a ) ,  t ( a i P )  a r e  n o n - t r i v i a l  &  t  ( a )  g  t  ( a i P )  
0  i f  3 0 ,  a i  E  d o m ( t )  :  t ( c u ) ,  t ( a i )  a r e  n o n - t r i v i a l  &  t ( a )  
t  ( a i )  
1  o t h e r w i s e  
T h e  s e t s  o f  n o n - t r i v i a l  a n d  t r i v i a l  e x p r e s s i o n s  c o n s t i t u t e  a  p a r t i t i o n  o f  1 3 .  A l s o ,  
9  i s  a  w e l l - q u a s i  o r d e r  o n  t h e  s e t  o f  n o n - t r i v i a l  e x p r e s s i o n s  ( i . e . ,  o n  a l l  o f  E )  a n d  
E  i s  a  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r  o n  t h e  s e t  o f  t r i v i a l  e x p r e s s i o n s  ( i . e . ,  o n  a l l  o f  L ) .  
I t  f o l l o w s  b y  p r o p o s i t i o n  3 . 4 . 6  t h a t  p  i s  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s ,  a n d  b y  p r o p o s i t i o n  
3 . 4 . 7  t h a t  q  i s  a l s o  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s .  
T h e  f o l l o w i n g  s h o w s  t h a t  o n e  c a n  c o m b i n e  w e l l - q u a s i  o r d e r s  a n d  w e l l - f o u n d e d  
q u a s i  o r d e r s  i n  a  p a r t i t i o n .  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 6  
L e t  ( E l ,  E 2 )  b e  a  p a r t i t i o n  o f  E  a n d  l e t  
b e  a  w e l l - q u a s i  o r d e r  o n  E l  a n d  s 2  b e  
a  w e l l - f o u n d e d  q u a s i  o r d e r  o n  E 2 .  T h e n  p  :  T w  ( E )  +  B ,  
0  i f  3 a ,  a i p  E  d o m ( t )  :  t ( a ) ,  t ( a i P )  E  E l  &  t ( a )  5 1  t ( a i P )  
0  i f  3 a ,  a i  E  d o m ( t )  :  t ( a ) ,  t ( a i )  E  E2 &  t ( a )  # 2  t ( a i )  
1  o t h e r w i s e  
i s  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s .  
T h e  f o l l o w i n g  s h o w s  t h a t  i t  s u f f i c e s  t o  a p p l y  a  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s  p r e d i c a t e  
t o  t h e  i n t e r i o r  p a r t  o f  a  t r e e .  F o r  t  E  T , ( E ) ,  w e  d e f i n e  t h e  i n t e r i o r  t o  E  T w ( E )  o f t  
b y :  
d o m ( t O )  =  ( d o m ( t )  \  l e a f ( t ) )  U  { E }  
t O ( y )  =  t ( y )  f o r  a l l  y  E  d o m ( t O )  
P r o p o s i t i o n  3 . 4 . 7  
L e t  p  :  T , ( E )  +  B  b e  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s .  T h e n  a l s o  t h e  m a p  q  :  T , ( E )  +  B  
d e f i n e d  b y  q ( t )  =  p ( t O )  i s  f i n i t a r y  a n d  c o n t i n u o u s .  
N o w ,  o n e  c a n  r e p l a c e  i n  t h e  p r o p o s i t i o n  e 0  b y  a n y  c o n t i n u o u s  m a p  w h i c h  m a p s  
i n f i n i t e  t r e e s  t o  i n f i n i t e  t r e e s .  
I t  r e m a i n s  t o  s h o w  t h a t  M D  m a i n t a i n s  q ,  i . e . ,  t h a t  q ( ~ h ( t o ) )  =  1  f o r  a n y  
s i n g l e t o n  t o  E  T , ( C ) .  G i v e n  a n y  t  E  T , ( C )  a n d  p  E  d o m ( t ) ,  w e  s a y  t h a t  ,B i s  g o o d  
i n  t  i f  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n s  b o t h  h o l d :  
( i )  t ( P )  n o n - t r i v i a l  &  p  6  l e a f ( t )  +  b'a E  a n c ( t ,  p )  \  { p )  :  t ( a )  n o n - t r i v i a l  
*  t ( a >  $  t ( P )  
( i i )  p  =  a i  &  t ( a )  t r i v i a l  +  t ( a )  7  t ( P )  
W e  s a y  t h a t  t  i s  g o o d  i f  a l l  P  E  d o m ( t )  a r e  g o o d  i n  t .  
W e  s e e  t h a t  q ( t )  =  1  i f  t  i s  g o o d  ( t h e  c o n v e r s e  d o e s  n o t  h o l d ) .  I t  t h e r e f o r e  s u f f i c e s  
t o  s h o w  f o r  a n y  s i n g l e t o n  t o  E  T , ( L )  t h a t  M ; ( t o )  i s  g o o d  f o r  a l l  i .  W e  p r o c e e d  b y  
i n d u c t i o n  o n  i .  
F o r  i  =  0 ,  ( i ) - ( i i )  a r e  b o t h  s a t i s f i e d  s i n c e  t o  c o n s i s t s  o f  a  s i n g l e  l e a f .  F o r  i  >  0 ,  
w e  s p l i t  i n t o  c a s e s  a c c o r d i n g  t o  t h e  o p e r a t i o n  p e r f o r m e d  b y  M D  o n  ~ ; - l ( t o ) .  
B e f o r e  c o n s i d e r i n g  t h e s e  c a s e s ,  b y  t h e  d e f i n i t i o n  o f  g o o d n e s s ,  i f  t  E  T,(C) i s  g o o d ,  
y  E  d o m ( t ) ,  a n d  t '  E  T , ( L ) ,  t h e n  t { y  : =  t ' )  i s  g o o d  t o o ,  p r o v i d e d  7 6  i s  g o o d  i n  
t { y  : =  t ' )  f o r  a l l  6  E  d o m ( t l ) .  
L e t  t  =  ~ L - l ( t ~ ) .  
1 .  M D ( t )  =  7 ( y )  =  t { y  : =  t ' ) ,  w h e r e  y  E  l e a f ( t ) ,  t '  =  t ( y )  +  e l , .  .  .  , e n ,  a n d  
{ e l , .  .  .  , e n )  =  { e  I  t ( y )  +  e ) .  W e  s h o w  t h a t  y ,  7 1 , .  .  .  ,  y n  a r e  g o o d  i n  M D ( t ) .  
T o  s e e  t h a t  y  i s  g o o d  i n  M D ( t ) ,  i f  t ( y )  i s  n o n - t r i v i a l ,  t h e n  t h e  a l g o r i t h m  e n s u r e s  
t h a t  c o n d i t i o n  ( i )  i s  s a t i s f i e d .  C o n d i t i o n  ( i i )  f o l l o w s  f r o m  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h -  
e s i s .  T o  s e e  t h a t  y i  i s  g o o d  i n  M D ( t ) ,  c o n d i t i o n  ( i )  i s  s a t i s f i e d .  M o r e o v e r ,  w h e n  
C  +  e  a n d  C  i s  t r i v i a l ,  C  I  e ,  s o  c o n d i t i o n  ( i i )  h o l d s  a s  w e l l .  
2 .  M D ( t )  =  a b s t r a c t ( t ( y ) ,  t ( c u ) )  =  t { y  : =  l e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v ,  =  e ,  i n  e  + ) ,  w h e r e  
a  E  a n c ( t ,  y ) ,  t ( a )  #  t ( y ) ,  t ( a ) ,  t ( y )  E  &  a r e  b o t h  n o n - t r i v i a l ,  t ( a )  I. t ( y ) ,  
e  =  t ( a )  n  t ( y ) ,  a n d  t ( y )  =  e { v l  : =  e l , .  .  .  ,  v n  : =  e n ) .  
W e  s h o w  t h a t  y  i s  g o o d  i n  M D ( t ) .  C o n d i t i o n  ( i )  h o l d s ,  a n d  ( i i )  f o l l o w s  f r o m  
t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s  a n d  l ( t ( y ) )  =  l ( 1 e t  v l  =  e l , .  .  .  ,  v n  =  e n  i n  e ) .  
T h e  r e m a i n i n g  t w o  c a s e s  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  p r e c e d i n g  c a s e .  
3 . 5  C o r r e c t n e s s  o f  D i s t i l l a t i o n  A l g o r i t h m  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  a  p r o g r a m  i s  c o r r e c t  i f  t h e  e x t e n s i o n a l  m e a n i n g  o f  t h e  o r i g i n a l  
p r o g r a m  i s  p r e s e r v e d  i n  t h e  t r a n s f o r m e d  p r o g r a m .  T h e  p r o o f  o f  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  
d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  i s  g i v e n  i n  [ 4 6 ] .  W e  g i v e  a n  o u t l i n e  o f  t h i s  p r o o f  h e r e .  
T o  
p r o v e  t h a t  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  p r o d u c e s  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  
o r i g i n a l  p r o g r a m s ,  t h e  i m p r o v e m e n t  t h e o r e m  o f  S a n d s  [ 8 9 ,  9 0 1  i s  u s e d .  I n  o r d e r  
t o  p r o v e  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m ,  w e  f i r s t  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  
l e m m a .  
L e m m a  3 . 5 . 1  ( E f f i c i e n c y )  
T h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  p r o d u c e s  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  n o  l e s s  e f f i c i e n t  t h a n  t h e  
o r i g i n a l .  
P r o o f  ( S k e t c h ) .  
T o  p r o v e  t h a t  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  d o e s  n o t  r e s u l t  i n  
a  l o s s  o f  e f f i c i e n c y ,  a  m e a s u r e  o f  t h e  c o s t  o f  e x p r e s s i o n s  r e l a t e d  t o  t h e  o p e r a t i o n a l  
s e m a n t i c s  o f  t h e  l a n g u a g e  i s  u s e d .  T h i s  m e a s u r e  i n d i c a t e s  t h e  n u m b e r  o f  r e d u c t i o n  
s t e p s  r e q u i r e d  t o  r e d u c e  a n  e x p r e s s i o n  t o  n o r m a l  f o r m .  I n  [ 8 9 ,  9 0 1 ,  t h e  o n e - s t e p  
r e d u c t i o n  r e l a t i o n  f o r  a  c a l l - b y - n a m e  s e m a n t i c s  i s  d e n o t e d  b y  H ,  a n d  a  c l o s e d  
e x p r e s s i o n  e  i s  s a i d  t o  c o n v e r g e  t o  w e a k  h e a d  n o r m a l  f o r m  w  d e n o t e d  b y  e  l ) .  w ,  
i f  a n d  o n l y  i f  e  + + *  w ,  w h e r e  e *  d e n o t e s  t h e  t r a n s i t i v e  c l o s u r e  o f  e .  F o r  a n y  
e x p r e s s i o n  e ,  C [ e ]  U n  w  d e n o t e s  t h a t  a  c l o s e d  e x p r e s s i o n  e  c o n v e r g e s  t o  w e a k  h e a d  
n o r m a l  f o r m  w  i n  n  r e d u c t i o n  s t e p s ,  i f  e  e n  w  w h e r e  e n  d e n o t e s  a  s e q u e n c e  o f  n  
r e d u c t i o n s .  
T h e  f o l l o w i n g  n o t i o n  o f  i m p r o v e m e n t  i s  d e f i n e d  i n  [ 8 9 ,  9 0 1  f o r  a  c a l l - b y - n a m e  
s e m a n t i c s  a s  f o l l o w s .  
D e f i n i t i o n  3 . 5 . 2  ( I m p r o v e m e n t )  A n  e x p r e s s i o n  e  i s  i m p r o v e d  b y  e ' ,  d e n o t e d  b y  
e  e '  i f ,  f o r  a l l  c o n t e x t s  C  s u c h  t h a t  C [ e ]  a n d  C [ e l ]  a r e  c l o s e d ,  i f  C [ e ]  U n ,  C [ e l ]  U r n  
a n d  m  <  n .  
T h i s  n o t i o n  o f  i m p r o v e m e n t  w a s  u s e d  t o  p r o v e  t h a t  t h e r e  i s  n o  e f f i c i e n c y  l o s s  
w i t h  r e s p e c t  t o  a  c a l l - b y - n a m e  s e m a n t i c s  r e s u l t i n g  f r o m  s u p e r c o m p i l a t i o n  i n  [ 8 9 ] .  
I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h i s  f o r  t h e  n e w  r u l e s  o f  d i s t i l l a t i o n  f o r  t r a n s f o r m i n g  n o d e s  w h i c h  
c o n t a i n  r e c u r s i v e  e x p r e s s i o n s ,  w e  n e e d  t o  s h o w  t h a t  e a c h  n e w  f u n c t i o n  c a l l  w h i c h  
i s  i n t r o d u c e d  b y  t r a n s f o r m a t i o n  c o m e s  t o g e t h e r  w i t h  a n  u n f o l d i n g  s t e p  i n  t h e  b o d y  
o f  t h a t  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n .  T o  e n s u r e  t h i s ,  a f t e r  f i r s t  e n c o u n t e r i n g  a  n o d e  w h i c h  
c o n t a i n s  a  N o d e  e x p r e s s i o n ,  t h e  f u n c t i o n  i s  u n f o l d e d .  W h e n  a  n o d e  w i t h  a  m a t c h i n g  
N o d e  e x p r e s s i o n  i s  s u b s e q u e n t l y  e n c o u n t e r e d ,  f o l d i n g  i s  p e r f o r m e d ,  b u t  a n  u n f o l d i n g  
s t e p  w i l l  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d  i n  t h e  b o d y  o f  t h e  c o n s t r u c t e d  f u n c t i o n .  
T h e  f o l l o w i n g  l e m m a  i s  r e q u i r e d  t o  p r o v e  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o -  
r i t h m .  
L e m m a  3 . 5 . 3  ( C o r r e c t n e s s )  
T h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  p r o d u c e s  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  e q u i v a l e n t  t o  t h e  o r i g i n a l .  
P r o o f  ( S k e t c h ) .  T h e  p r o o f  o f  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  f o l -  
l o w s  t h e  w o r k  o f  S a n d s  [ 8 9 ,  9 0 1 ,  w h i c h  m a k e s  u s e  o f  a n  i m p r o v e m e n t  t h e o r e m .  T h e  
i m p r o v e m e n t  t h e o r e m  s t a t e s  t h a t  i f  a  t r a n s f o r m a t i o n  r e p e a t e d l y  a p p l i e s  a  s e t  o f  
t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  t o  a  p r o g r a m ,  w h e r e  e a c h  t r a n s f o r m a t i o n  s t e p  i s  e q u i v a l e n c e  
p r e s e r v i n g ,  t h e n  a  t r a n s f o r m a t i o n  w h i c h  r e p l a c e s  a  p r o g r a m  e  b y  e l  i s  t o t a l l y  c o r r e c t  
i f  e  i s  i m p r o v e d  b y  e l .  T h e  e q u i v a l e n c e  o f  e a c h  t r a n s f o r m a t i o n  s t e p  c a n  b e  p r o v e d  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  o p e r a t i o n a l  s e m a n t i c s  o f  t h e  l a n g u a g e .  T h e  i m p r o v e m e n t  o f  t h e  
e x p r e s s i o n  e  b y  e '  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  t h e  p r e s e r v a t i o n  o f  e f f i c i e n c y  i n  t h e  
d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  ( L e m m a  3 . 5 . 1 ) .  
3 . 6  D i s t i l l e d  F o r m  
D i s t i l l a t i o n  t r a n s f o r m s  a n  i n p u t  p r o g r a m  t o  a  n o r m a l  f o r m  w h i c h  w e  c a l l  d i s t i l l e d  
f o r m  a s  s h o w n  i n  F i g .  3 . 7 .  A s  w e  c a n  s e e ,  i n  d i s t i l l e d  f o r m ,  a l l  f u n c t i o n s  a r e  t a i l  
r e c u r s i v e .  
d t  : =  v  d t l . .  .  d t ,  
1  c  d t l  .  .  .  d t ,  
1  X v . d t  
1  
c a s e  v  o f  p l  :  d t ;  I . .  .  1  p k  :  d t k  
1  
l e t  v  =  d t o  i n  d t l  
I  
l e t r e c  f  =  A w l  .  .  .  v , . d t  i n  f  v l  .  
I  
f  d t l  .  .  .  d t ,  
F i g u r e  3 . 7 :  D i s t i l l e d  f o r m  
3 . 7  C o n c l u s i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  we h a v e  g i v e n  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a -  
t i o n  a l g o r i t h m .  W e  h a v e  g i v e n  s e v e r a l  e x a m p l e s  t o  d e m o n s t r a t e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  
d i s t i l l a t i o n  t o  t r a n s f o r m  i n p u t  p r o g r a m s  t o  o u t p u t  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  i n  d i s t i l l e d  
f o r m .  W e  h a v e  s h o w n  h o w  d i s t i l l a t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  c o p e  w i t h  d i f f e r e n t  n o n -  
t e r m i n a t i o n  p r o b l e m s  c a u s e d  b y  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s ,  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r s ,  
a n d  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s .  D i s t i l l a t i o n  i s  m o r e  p o w e r f u l  t h a n  e x i s t i n g  p r o g r a m  
t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m s  s u c h  a s  s u p e r c o m p i l a t i o n  a n d  p a r t i a l  e v a l u a t i o n .  T h e s e  
p r e v i o u s  a l g o r i t h m s  c a n  p r o d u c e  o n l y  a  l i n e a r  s p e e d u p  i n  p r o g r a m s ,  w h e r e a s  d i s t i l -  
l a t i o n  c a n  p r o d u c e  a  s u p e r l i n e a r  s p e e d u p .  F o r  e x a m p l e ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  t r a n s f o r m  
t h e  n a i v e  q u a d r a t i c  r e v e r s e  f u n c t i o n  i n t o  t h e  l i n e a r  a c c u m u l a t i n g  v e r s i o n .  T h i s  e x t r a  
p o w e r  i s  o b t a i n e d  t h r o u g h  t h e  u s e  o f  m o r e  p o w e r f u l  m a t c h i n g  p r i o r  t o  f o l d i n g .  I n  
p r e v i o u s  t e c h n i q u e s ,  m a t c h i n g  i s  p e r f o r m e d  o n  f l a t  t e r m s  o n l y ;  f u n c t i o n s  a r e  c o n -  
s i d e r e d  t o  m a t c h  o n l y  i f  t h e y  h a v e  t h e  s a m e  n a m e .  I n  d i s t i l l a t i o n ,  m a t c h i n g  i s  a l s o  
applied to r~cursive terms, so different functions are considered to match if their 
corresponding recursive definitions also match. Distillation is guaranteed to terrni- 
natc and constructs a distilled output program with the same semantic meaning 
as the input program while preserving efficiency. These features make distillation 
algorit hrn applicable to inductive theorem proving and program construction, which 
we present in Chapter 4 and Chapter 5. 
C h a p t e r  4  
T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  
4 . 1  I n t r o d u c t i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  p r e s e n t  o u r  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s ,  a n d  s h o w  h o w  
t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r  [ 4 5 ]  c a n  b e  e x t e n d e d  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n  t o  
p r o v e  u n i v e r s a l l y  a n d  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s .  I n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  
w e  h a v e  g i v e n  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  [ 4 6 ] ,  
a n d  h a v e  s h o w n  h o w  d i s t i l l a t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  t r a n s f o r m  i n p u t  p r o g r a m s  t o  a  
n o r m a l  f o r m  c a l l e d  d i s t i l l e d  f o r m .  I n  o r d e r  t o  u s e  d i s t i l l a t i o n  w i t h i n  t h e  t h e o r e m  
p r o v e r  P o i t i n ,  d i s t i l l a t i o n  i s  a p p l i e d  t o  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e .  T h e  i n d u c t i v e  p r o o f  
r u l e s  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n  t o  p r o v e  i t .  T h e  d i s t i l l a t i o n  
r u l e s  a r e  t h e r e f o r e  e x t e n d e d  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n .  W e  p r e s e n t  p r o o f  r u l e s  
f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s .  
T h e  p r o o f  o f  a  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e  i n  P o i t i n  d o e s  n o t  r e q u i r e  a n y  
i n t e r m e d i a t e  l e m m a s .  T h e  u s u a l  a p p r o a c h  t o  p r o v i n g  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s  i s  t o  c o n -  
s t r u c t i v e l y  f i n d  t h e  w i t n e s s ,  a n d  t h e n  s h o w  t h a t  t h i s  w i t n e s s  s a t i s f i e s  t h e  r e q u i r e d  
i n d u c t i v e  p r o p e r t y .  T h i s  r e q u i r e s  t h e  u s e  o f  h i g h e r  o r d e r  u n i f i c a t i o n ,  w h i c h  i s  i n  g e n -  
e r a l  u n d e c i d a b l e .  W e  p r e s e n t  a n  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  e x i s t e n t i a l  
c o n j e c t u r e s ,  w h i c h  g i v e s  a  p u r e  e x i s t e n c e  p r o o f  o f  t h e  c o n j e c t u r e .  A n  e a r l i e r  v e r s i o n  
o f  t h e  w o r k  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 4 7 ,  6 1 ,  6 0 1 .  
4 . 2  P r e - P r o c e s s i n g  P h a s e  
I n  o r d e r  t o  u s e  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w i t h i n  o u r  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n ,  
w e  a p p l y  d i s t i l l a t i o n  t o  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e .  T h e  r e s u l t  o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  w i l l  
b e  a  b o o l e a n  e x p r e s s i o n  w h i c h  i s  i n  d i s t i l l e d  f o r m  a s  d e s c r i b e d  i n  $ 3 . 6 .  A  f u r t h e r  p r e -  
p r o c e s s i n g  p h a s e  i s  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n  b e f o r e  b e i n g  p a s s e d  
o n  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  I n  t h i s  p h a s e ,  t h e  d i s t i l l e d  p r o g r a m  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
i n p u t  c o n j e c t u r e  i s  p r o c e s s e d  t o  o b t a i n  a  p r o o f  e x p r e s s i o n  ( F i g .  4 . 3  o f  $ 4 . 3 ) .  T h i s  
p h a s e  p e r f o r m s  t h e  f o l l o w i n g  t a s k s :  
a d d s  a l l  f r e e  v a r i a b l e s  a p p e a r i n g  w i t h i n  t h e  b o d y  o f  a  l o c a l  f u n c t i o n  d e f i n e d  
u s i n g  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  a s  p a r a m e t e r s  t o  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n ,  s o  t h a t  n o  
v a r i a b l e  r e m a i n s  f r e e  w i t h i n  t h e  b o d y  o f  t h e  l o c a l  f u n c t i o n .  
r e m o v e s  t h e  n o n - t e r m i n a t i n g  f u n c t i o n s  a n d  r e p l a c e s  t h e m  w i t h  I .  
r e m o v e s  a l l  l e t  e x p r e s s i o n s  a n d  r e p l a c e s  t h e m  w i t h  I .  
D e f i n i t i o n  4 . 2 . 1  ( D e c r e a s i n g  p a r a m e t e r )  A  p a r a m e t e r  i s  d e c r e a s i n g  f r o m  v a l u e  
e  t o  e ' ,  d e n o t e d  b y  e '  E  e ,  i f  e '  i s  a  s u b - c o m p o n e n t  o f  e .  
D e f i n i t i o n  4 . 2 . 2  ( N o n - D e c r e a s i n g  p a r a m e t e r )  A  p a r a m e t e r  i s  n o n - d e c r e a s i n g  
f r o m  v a l u e  e  t o  e l ,  d e n o t e d  b y  e '  J  e ,  i f  e  e  e '  o r  e  =  e ' .  
If a l l  o f  t h e  p a r a m e t e r s  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l ( s )  o f  a  f u n c t i o n  a r e  n o n - d e c r e a s i n g ,  
t h e n  t h e  f u n c t i o n  i s  p o t e n t i a l l y  n o n - t e r m i n a t i n g ,  s o  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  i s  r e p l a c e d  b y  
I .  A  n o n - t e r m i n a t i n g  f u n c t i o n  l o o p s  i n f i n i t e l y ,  w h i c h  w i l l  n e v e r  t e r m i n a t e .  
I f  a t  
l e a s t  o n e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  i n  a  r e c u r s i v e  c a l l  o f  t h e  f u n c t i o n  i s  d e c r e a s i n g ,  t h e n  
t h e  r e c u r s i v e  c a l l  r e m a i n s .  O t h e r w i s e ,  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  o f  t h e  f u n c t i o n  i s  u n f o l d e d .  
A s  t h e  l e t  e x p r e s s i o n s  c o n t a i n  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s ,  o u r  p r o o f  r u l e s  c a n n o t  
p r o v e  t h e m .  S o ,  a l l  l e t  e x p r e s s i o n s  a r e  r e m o v e d  b y  t h e  p r e - p r o c e s s i n g  p h a s e .  
T h e  o r i g i n a l  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  a s  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r  i s  t h e r e -  
f o r e  e x t e n d e d  t o  i n c l u d e  a  s e c o n d  p a s s  t o  p e r f o r m  t h e  p r e - p r o c e s s i n g  t a s k s  a s  d e -  
s c r i b e d  a b o v e .  T h e  p r e - p r o c e s s i n g  p h a s e  R  a s  d e f i n e d  i n  F i g .  4 . 1  i s  a p p l i e d  t o  t h e  
t e r m  r e s u l t i n g  f r o m  d i s t i l l a t i o n .  W i t h i n  t h e s e  r u l e s ,  t h e  s e t  p  c o n t a i n s  t h e  i n i t i a l  
c a l l s  o f  f u n c t i o n s ,  a n d  4  i s  t h e  f u n c t i o n  v a r i a b l e  e n v i r o n m e n t .  
4 . 3  E x p l i c i t  Q u a n t i f i c a t i o n  i n  P o i t i n  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  e x t e n d  t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n .  
T o  f a c i l i t a t e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n ,  t w o  f i r s t - o r d e r  q u a n t i f i e r s  a r e  a d d e d  t o  t h e  h i g h e r  
o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  d e f i n e d  i n  $ 2 . 2 . 1  a s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 2 .  
R [ v  e l  -  .  e n ]  P  4  =  v  ( R U e l ]  P  4 )  .  -  ( R u e , ]  P  4 )  
R U c  e l  .  .  -  e n ]  P  4  =  c  ( R u e 1 1  P  4 )  .  .  .  ( R u e , ]  P  4 )  
R u c a s e  v  o f  p l  :  e l  I  .  .  .  I  p n  :  e n ]  p  4  
=  
c a s e  v  o f  P I  :  
( R u e 1 1  p  4 )  I  .  .  .  I  p n  :  ( R u e n ]  p  4 )  
R [ l e t  v l  = e l ,  . . . ,  v n  = e n  i n  e g ]  p  4  =  I  
R [ l e t r e c  f  =  X u l . .  . v n . e o  i n  f  v l . .  . v n ]  p  4  
=  l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v n  v i  .  .  .  v i . e b  i n  f  v l  .  .  .  v n  v i  .  .  .  v i  
w h e r e  
e b  =  R 6 e 0 ]  ( P  u  { f  v l .  -  .  v n ) )  ( 4  u  { f  e o ) )  
{ v ;  .  .  .  ~ i )  =  f  v ( X v l  .  .  .  v n  . e o )  
R [ f  e l  -  .  .  e n ]  P  4  
=  I ,  i f  3 ( f  v l  . . . v n )  E  p . V i  E  ( 1  
=  f  e l . .  .  e n  v l  .  .  .  v k ,  i f  3 (  f  v l  .  .  .  v , )  E  p . 3 i  E  ( 1  
=  R u e ]  p  4  ,  
o t h e r w i s e  
w h e r e  
4 ( f )  =  X v l  .  .  .  v n . e  
{ v l  .  .  .  v k )  =  f  v ( X V ~  .  .  . ~ n . e )  
F i g u r e  4 . 1 :  D i s t i l l a t i o n  p r e - p r o c e s s i n g  r u l e s  
e  ::= A L L  v  .  e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  
I  E X  v .  e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  
F i g u r e  4 . 2 :  F o r m  o f  i n p u t  c o n j e c t u r e  
T h e  i n p u t  c o n j e c t u r e s  c a n  b e  e n t e r e d  i n t o  t h e  s y s t e m  i n  a n y  o f  t h e  q u a n t i f i e d  
f o r m s  o f  e x p r e s s i o n s  a s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 2 .  T h e  b o d y  o f  t h e  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  
c a n  b e  a n y  e x p r e s s i o n  i n  t h e  l a n g u a g e .  
T h e  g r a m m a r  o f  r e d e x e s  i s  e x t e n d e d  a s  f o l l o w s  t o  h a n d l e  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n s .  
r e d  : : =  f  
I  ( X v . e o )  e l  
I  
c a s e ( v e 1  . . .  e , ) o f p l  :  e i  I . . . I p k  :  e i  
I  
c a s e  ( c  e l . .  .  e n )  o f  p l  :  e i  1 . .  .  (  pk :  e i  
I  
A L L  v l  .  .  .  v n . e  
I  E X v l  . . .  v n . e  
W e  d e f i n e  a  s e t  o f  r u l e s  A  f o r  h a n d l i n g  u n i v e r s a l  q u a n t i f i e r s ,  a n d  a  s e t  o f  r u l e s  
E  f o r  h a n d l i n g  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i e r s .  A  p r o o f  e x p r e s s i o n  c a n  b e  o b t a i n e d  b y  p r e -  
p r o c e s s i n g  t h e  d i s t i l l e d  f o r m  o f  e x p r e s s i o n  d e s c r i b e d  i n  5 3 . 6 .  F o r  p r o o f  e x p r e s s i o n s  
w h i c h  a r e  t o  b e  p r o v e d  u s i n g  t h e s e  i n d u c t i v e  p r o o f  r u l e s ,  t h e  o u t p u t  f r o m  a p p l y i n g  
t h e s e  p r o o f  r u l e s  w i l l  b e  e i t h e r  T r u e  i f  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e  i s  t r u e ,  o r  e l s e  I  w h i c h  
p r o v i d e s  n o  i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e .  W i t h i n  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n ,  
a l l  f r e e  v a r i a b l e s  w i l l  b e  f i r s t  o r d e r  a n d  t h e  r e s u l t  t y p e  o f  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  w i l l  
b e  b o o l e a n .  T h e  p r o o f  e x p r e s s i o n s  m u s t  t h e r e f o r e  s a t i s f y  t h e  f o r m  a s  s h o w n  i n  F i g .  
4 . 3 .  
b d t  : =  v  
1  T r u e  
1  F a l s e  
I 1  
I  
c a s e  v  o f  p l  :  b d t l  (  .  .  .  1  p k  :  b d t k  
1  
l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v , . b d t  i n  f  v l  .  .  .  v ,  
I  f  b d t l  .  .  .  b d t ,  
F i g u r e  4 . 3 :  F o r m  o f  p r o o f  e x p r e s s i o n s  
T h e  p r o o f  r u l e s  A  a n d  E  w i l l  o n l y  b e  a p p l i e d  t o  e x p r e s s i o n s  w h i c h  a r e  a l r e a d y  
i n  t h e  f o r m  a s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 3 .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  7  f o r  d i s t i l l a t i o n  a r e  
e x t e n d e d  t o  b e  a b l e  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n  a s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 4 .  
T h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  7 2  a n d  7 3  f o r  q u a n t i f i e r s  g u i d e  t h e  w h o l e  p r o o f  p r o c e s s  
f o r  t w o  t y p e s  o f  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n s :  A L L  a n d  E X .  T h i s  m e t a - l e v e l  g u i d a n c e  
e s s e n t i a l l y  c o n s t r u c t s  a  h i e r a r c h y  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  w h i c h  r e s e m b l e s  m e t a s y s t e m  
t r a n s i t i o n s  [ 1 0 3 ,  4 2 1 .  
W i t h i n  t h e  r u l e s  7 2  a n d  7 3 ,  t h e  p a r a m e t e r  p  r e p r e s e n t s  t h e  s e t  o f  t h e  p r e v i o u s l y  
e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n s ,  a n d  4  i s  t h e  s e t  o f  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  u s e d  w i t h i n  t h e  
c u r r e n t  e x p r e s s i o n .  
R u l e  ( 7 2 )  h a n d l e s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n s  o f  t h e  f o r m  c ( A L L  
v l  .  .  .  v , . e )  w h e r e  t h e  c o n t e x t  c ( )  m a y  b e  e m p t y .  T h e  s u b - e x p r e s s i o n  e  i s  t r a n s -  
f o r m e d  f i r s t  u s i n g  d i s t i l l a t i o n  ( t h e  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v ,  a r e  t r e a t e d  as f r e e  
v a r i a b l e s ) .  T h e  p r o o f  r u l e s  A  w h i c h  a r e  d e s c r i b e d  i n  5 4 . 4 . 1 ,  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  
t h e  r e s u l t i n g  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n .  T h e  s e t  { v l  .  .  .  v , }  o f  t h e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  
7 [ c ( A L L  v l  .  .  .  v n . e ) ]  p  4  =  T [ c ( e 1 ' ) ]  p 4  
( 7 2 )  
w h e r e  
e l  =  7 u e n  0  4  
e" =  A [ e l ]  { )  { v l  .  .  .  v , )  
T [ c ( E X  v l  .  .  .  v n . e ) ]  p  4  =  7 [ c ( e 1 l ) ]  p  4  
w h e r e  
e l  =  n e n  0  4  
e l 1  =  & [ e l ]  { }  { v l  .  .  .  v n )  
F i g u r e  4 . 4 :  D i s t i l l a t i o n  r u l e s  f o r  q u a n t i f i e r s  
v a r i a b l e s  i s  p a s s e d  a s  a  p a r a m e t e r  i n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  A .  F i n a l l y ,  t h e  e x p r e s s i o n  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  A  i s  t r a n s f o r m e d  w i t h i n  t h e  c o n t e x t  ( i . e . ,  c ( e f l ) )  
u s i n g  7 .  
A n  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  c ( E X  v l  .  .  .  v , . e )  i s  h a n d l e d  b y  r u l e  ( 7 3 )  
i n  a  s i m i l a r  w a y .  T h e  s u b - e x p r e s s i o n  e  i s  t r a n s f o r m e d  f i r s t  u s i n g  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  
7 .  T h e  p r o o f  r u l e s  &  w h i c h  a r e  d e s c r i b e d  i n  5 4 . 4 . 2 ,  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  
e x p r e s s i o n .  T h e  s e t  { v l  .  .  .  v , )  o f  t h e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  i s  p a s s e d  a s  
a  p a r a m e t e r  i n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  & .  T h e  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  a p p l i c a t i o n  
o f  &  i s  t h e n  t r a n s f o r m e d  w i t h i n  t h e  c o n t e x t  u s i n g  7 .  
T h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  ( 7 2 )  a n d  ( 7 3 )  c a n  h a n d l e  i n p u t  c o n j e c t u r e s  c o n t a i n i n g  
q u a n t i f i e r s  a t  a n y  l e v e l  o f  n e s t i n g .  I f  a  c o n j e c t u r e  c o n t a i n s  a  n u m b e r  o f  n e s t e d  
q u a n t i f i e r s  o f  d i f f e r e n t  t y p e s  ( A L L  a n d  E X ) ,  t h e n  t h e  p r o o f  r u l e s  w i l l  b e  a p p l i e d  t o  
t h e  i n n e r m o s t  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  f i r s t .  
4 . 4  I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  we f o r m a l l y  p r e s e n t  t h e  p r o o f  r u l e s  A  a n d  &  f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s -  
t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n ,  w h i c h  a r e  u s e d  i n  P o i t i n  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s .  
4 . 4 . 1  P r o v i n g  U n i v e r s a l l y  Q u a n t i f i e d  C o n j e c t u r e s  
T h e  r u l e s  f o r  p r o v i n g  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s  a r e  d e f i n e d  b y  A l e ]  p  4  a s  
s h o w n  i n  F i g .  4 . 5 ,  w h e r e  t h e  e x p r e s s i o n  e  i s  i n  t h e  f o r m  o f  p r o o f  e x p r e s s i o n s  s h o w n  
i n  F i g .  4 . 3 ,  t h e  p a r a m e t e r  p  i s  t h e  s e t  o f  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  f u n c t i o n  c a l l s  a n d  
4  i s  t h e  s e t  o f  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
F o r  a  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  A L L  v l  .  .  .  v , . e ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  
7  f o r  d i s t i l l a t i o n  a r e  f i r s t  o f  a l l  a p p l i e d  t o  t h e  s u b - e x p r e s s i o n  e .  P r e - p r o c e s s i n g  i s  
a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  e x p r e s s i o n  t o  o b t a i n  a  p r o o f  e x p r e s s i o n .  T h e  f u n c t i o n  c a l l s  
w i t h i n  t h i s  p r o o f  e x p r e s s i o n  a r e  a l l  p o t e n t i a l  i n d u c t i v e  h y p o t h e s e s .  A t  l e a s t  o n e  o f  
t h e  p a r a m e t e r s  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l ( s )  o f  a  f u n c t i o n  m u s t  b e  d e c r e a s i n g ,  a n d  i f  a l l  
o f  t h e  v a r i a b l e s  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  a r e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d ,  t h e n  t h e  i n d u c t i v e  
h y p o t h e s i s  c a n  b e  a p p l i e d ,  a n d  t h e  v a l u e  D u e  r e t u r n e d .  R u l e  ( 7 3 6 )  i n  F i g .  4 . 1  t e s t s  
w h e t h e r  a  f u n c t i o n  c a l l  i s  a n  i n s t a n c e  o f  a  p r e v i o u s  f u n c t i o n  c a l l ,  a n d  e n s u r e s  t h a t  a t  
l e a s t  o n e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  d e c r e a s e s  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  w i t h i n  t h e  r e s u l t i n g  p r o o f  
e x p r e s s i o n .  T h e  t r u t h  v a l u e  o f  t h e  c o n j e c t u r e  i s  g i v e n  b y  t h e  f i n a l  v a l u e  o b t a i n e d  b y  
a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n .  
T h e  p r o o f  r u l e s  A  c a n  b e  e x p l a i n e d  a s  f o l l o w s .  I n  r u l e  ( A l ) ,  a  v a r i a b l e  v  i s  
e n c o u n t e r e d ,  w h i c h  m u s t  b e  a  B o o l e a n .  I f  v  i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  
c o n t a i n e d  i n  $ ) ,  t h e n  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d  a s  v  c a n n o t  a l w a y s  b e  
T r u e .  I f  v  i s  n o t  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  $ ) ,  t h e n  i t  i s  f r e e ,  
s o  v  r e m a i n s  u n c h a n g e d .  I n  r u l e  ( A 2 ) ,  i f  t h e  b o o l e a n  v a l u e  T r u e  i s  e n c o u n t e r e d ,  
w e  s i m p l y  r e t u r n  i t .  I n  r u l e  ( A 3 ) ,  i f  t h e  b o o l e a n  v a l u e  F a l s e  i s  e n c o u n t e r e d ,  t h e  
u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d .  I n  r u l e  ( A 4 ) ,  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  e n c o u n t e r e d ,  
w h i c h  i s  r e t u r n e d  u n c h a n g e d .  R u l e  ( A 5 )  d e a l s  w i t h  a  c a s e  e x p r e s s i o n ,  w h e r e  t h e  
r e d e x  i s  a  v a r i a b l e  v .  I f  v  i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  c o n t a i n e d  i n  $ ) ,  t h e n  w e  
t r y  t o  p r o v e  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  a l l  p o s s i b l e  v a l u e s  o f  v  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n .  T h e  
d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  v  a r e  t h e  p a t t e r n s  w i t h i n  t h e  b r a n c h e s  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n .  
A  c a s e  s p l i t  i s  t h e r e f o r e  p e r f o r m e d  i n  w h i c h  t h e  e x p r e s s i o n  i s  s e p a r a t e l y  p r o v e d  f o r  
a l l  v a l u e s  o f  v ,  a n d  t h e  c o n j u n c t i o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  v a l u e s  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  
u s i n g  d i s t i l l a t i o n  ( 7 ) .  T h e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  
v  a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b r a n c h e s .  T h e  p a t t e r n  v a r i a b l e s  a r e  t h e  s u b - c o m p o n e n t s  
o f  t h e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  v ,  s o  t h e y  w i l l  a l s o  b e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d .  
B e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  t o  e a c h  b r a n c h ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p a t t e r n  v a r i a b l e s  
a r e  t h e r e f o r e  a d d e d  t o  4 .  T h i s  r u l e  s i m p l i f i e s  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n  b y  u n i v e r s a l  
v a r i a b l e  e l i m i n a t i o n  f r o m  t h e  s e l e c t o r .  I f  v  i s  n o t  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  n o t  
c o n t a i n e d  i n  4 ) ,  t h e n  i t  i s  f r e e ,  s o  i t  r e m a i n s  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n .  T h e  p r o o f  r u l e s  
a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  b r a n c h e s  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n .  
I n  r u l e  ( A 6 ) ,  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  i s  e n c o u n t e r e d .  I f  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, i n  
A 1 [ 4  P  4  =  1 ,  i f v ~ 4  
=  v ,  o t h e r w i s e  
A f c a s e  v  o f  p l  :  e s  (  . .  .  (  p ,  :  e n ]  p  4  
( A 5 1  
=  T I [ ( A [ e l l j  ( P  ( 4  U  { ~ t  r  .  . .  ~ ~ r c ~ ) ) ] )  A  . .  A  
(J1IenD I P  ( # u ( v n t  - . . u n k , ) > ) ) J  ( )  ( 1 ,  i f  4  
=  c a s e  .u o f  p i  :  ( A l [ e r ]  p  d )  I  .  .  .  I  p , ,  :  ( J 4 [ e n ]  p  4 1 ,  
o t h e r w i s e  
w h e r e  
A u l e t r e c  f  =  X u r . .  . v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  V I ~ ]  p  4  
( A 6 1  
=  JCeeB C P U { ~  u ~ . . . u n ) )  4 ,  
i f { u  l . . . v , )  ~ 4  
=  l e t r e c  f  =  X a i  .  .  .  v ~ . ( A l [ e o ~  { p  u  { f  v l  .  .  .  v n ) )  # )  i n  f  u ;  .  .  .  v 6 ,  
o t h e r w i s e  
w h e r e  
( v i  .  .  . u L )  =  ( v l . .  .I+') \  4  
A U  e l  .  
e n 1  P  4  
=  T r u e ,  
i f  { w t  .  .  . v n )  G  4  
=  ( f  v i  .  .  .  v k )  [ e l  / v l  .  .  .  e n / v n ] ,  
o t h e r w i ~ e  
w h e r e  
( j  W I  . . + ? ) n )  
~ . ( , f  v ~ . . * u n )  5 I f  e l  . . . G I  
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F i g u r e  4 . 5 :  P r o o f  r u l e s  Tor u n i v e r s a l  q u a n t i f i c a t i o n  
t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n  a r e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d ,  
a n d  t h e r e f o r e  c o n t a i n e d  i n  4 ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, i s  a n  i n d u c t i v e  
h y p o t h e s i s .  S i n c e  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, m u s t  b e  d e c r e a s i n g  a n d  i t  i s  
a l s o  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d ,  t h i s  v a r i a b l e  c a n  b e  u s e d  a s  a n  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  d u r i n g  
t h e  p r o o f  o f  t h i s  e x p r e s s i o n .  T h e  p r o o f  r u l e s  a r e  a p p l i e d  t o  t h e  u n f o l d e d  f u n c t i o n  
c a l l  u n t i l  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  f u n c t i o n  f  i s  e n c o u n t e r e d .  T h i s  r e c u r s i v e  c a l l  i s  t h e  r e -  
o c c u r r e n c e  o f  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  f  v l  .  .  .  v , .  S t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  c a n  t h e r e f o r e  
b e  p e r f o r m e d  a t  t h i s  p o i n t  b y  a p p l y i n g  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s .  T h e  e x p r e s s i o n  
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  p r o o f  r u l e s  t o  t h e  b o d y  o f  t h e  l e t r e c  e x p r e s s i o n  
i s  r e t u r n e d .  I f  a n y  o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, i n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, 
a r e  n o t  c o n t a i n e d  i n  4 ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  c o n t a i n s  f r e e  v a r i a b l e s ,  a n d  t h e  
i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  c a n n o t  b e  a p p l i e d  a t  t h i s  p o i n t .  T h e  f u n c t i o n  f  i s  t h e r e f o r e  
r e d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e s e  f r e e  v a r i a b l e s  w i t h  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  u s i n g  t h e  r e s u l t  o f  
a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  A  t o  t h e  u n f o l d e d  f u n c t i o n  c a l l .  T h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  
f  v l  .  .  .  v, i s  a d d e d  t o  t h e  e n v i r o n m e n t  p  b e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  A  t o  t h e  
b o d y  e o .  
R u l e  ( d 7 )  s e a r c h e s  f o r  t h e  p o t e n t i a l  a p p l i c a t i o n  o f  a n  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s .  
If t h e r e  e x i s t s  a  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, i n  p  s u c h  t h a t  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  
f  e l  .  .  .  e n  i s  a n  i n s t a n c e  o f  f  v l  .  .  .  v , ,  a n d  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  i n  t h e  i n i t i a l  f u n c t i o n  
a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, a r e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  t h e y  a r e  a l l  c o n t a i n e d  i n  4 ) ,  
t h e n  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  i s  a p p l i e d ,  a n d  t h e  v a l u e  T r u e  r e t u r n e d .  T h i s  c o r r e -  
s p o n d s  t o  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n .  A t  l e a s t  o n e  o f  t h e  p a r a m e t e r s  w i t h i n  t h e  a p p l i c a t i o n  
f  e l  .  .  .  e n  m u s t  b e  d e c r e a s i n g ,  w h i c h  i s  e n s u r e d  b y  t h e  p r e - p r o c e s s i n g  p h a s e .  I f ,  o n  
t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, c o n t a i n s  f r e e  v a r i a b l e s  ( i . e . ,  n o t  
c o n t a i n e d  i n  # ) ,  t h e n  s t r o n g  f e r t i l i z a t i o n  c a n n o t  b e  p e r f o r m e d .  T h e  r e c u r s i v e  c a l l  
f  e l  .  .  .  e n  i s  t h e r e f o r e  s i m p l i f i e d  t o  b e  d e f i n e d  o v e r  t h e  a r g u m e n t s  c o r r e s p o n d i n g  t o  
t h e s e  f r e e  v a r i a b l e s .  
E x a m p l e  1 0  
C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e  ( 1 0 . 1 )  w h i c h  s t a t e s  t h e  c o m m u t a t i v i t y  of p l u s  t h e -  
o r e m  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s .  
A L L  x . A L L  y . e q n u m  ( p l u s  x  y )  ( p l u s  y  x )  
( 1 0 . 1 )  
T h e  p r o o f  o f  c o n j e c t u r e  ( 1 0 . 1 )  i s  g u i d e d  b y  d i s t i l l a t i o n  r u l e  ( 7 2 )  ( F i g .  4 . 4 ) .  R u l e  
( 7 2 )  a p p l i e s  d i s t i l l a t i o n  t o  e x p r e s s i o n  ( 1 0 . 2 ) .  
e q n u m  ( p l u s  x  y )  ( ' p l u s  y  x )  
( 1 0 . 2 )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 0 . 2 )  u s i n g  d i s t i l l a t i o n  i s  s h o w n  i n  E x a m p l e  
1 7  i n  A p p e n d i x  A . 1 .  
R u l e  ( 7 ' 2 )  t h e n  a p p l i e s  t h e  p r o o f  r u l e s  A  f o r  u n i v e r s a l  
q u a n t i f i c a t i o n  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  p r e p r o c e s s i n g  o f  t h e  
d i s t i l l e d  f o r m  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 0 . 2 )  a s  s h o w n  b e l o w .  
A u l e t r e c  f 0  =  X x . X y . c a s e  3  o f  
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T h e  p r o o f  u s i n g  t h e  r u l e s  A  p r o c e e d s  a s  s h o w n  b e l o w .  
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Z e m  :  l e t r e c  f f  =  A x ' .  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  2 h ~ e  
I  S u c c  2 "  :  J l  z "  
i n  j l  x' 
I  S u c c  Y '  : f d  x '  y l l  C f O  x  Y )  i x , 3 1 s ' l ) l l  0  0  
( b y  A 5 1  
=  T [ ( T [ T r u e  A  ( A [ c a s e  y ' o f  
Z e r o  :  T h e  
I  L&'cc Y 1 '  :  f l  Y " 1  0 - 0  x  Y 9 f 1  z l ' )  { x ,  Y 9  ~ ' 1 ) I i  O  0 )  
A  ( A l [ c a s e  y  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  f l  =  A x 1 .  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  T h e  
1  S u c c  x "  :  s "  
i n  f l  a '  
I  S ~ L C C  ! I 1 : f Q  s t  ~ r j l  ( 1 0  x  Y I  { X , Y , X ' ) ) I  C )  0  
C ~ Y  A 2 , A 6 )  
=  7 1 [ ( T & T ~ u e  A  ( T l [ ( A [ f i u e ] l  { f Q  x  g r , f l  3 ' )  { x ,  3 ,  y t ) l  
A  I J V I  v f q  { f o  5  % ~ , f - l  Y ' S  { ~ , ~ , 7 3 1 ~ ~ ~ ) ) 1  0  0 1 1  El 0 1  
/ \  ( d [ [ c a s e  g r  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  f l  =  A s "  c a s e  x' o f  
Z e m  : T r u e  
I  S u c c  z "  : f f  x "  
i n  f - l  x t  
I  s a c c  y f  :  f 0  x' 3 ' 1  ( f 0  5  3 )  ( Z , Y ,  x l ) > I I  I )  0  
( b y  A 5 1  
=  T [ ( T [ T r l h e  A  ( T [ T r u e  A  ( A I E f l  y f l ]  { f o  x  ~ , f l  Y ' )  { x , ~ ,  Y ' ,  y N ) ) I  0  ( I E I l  
/ \  ( A t c a s e  g ,  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  f f  =  A x ' .  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  ? h e  
)  S u c c  s t '  :  J l  x "  
i n  f l  x '  
I  s u c c  Y '  : t o  x 1  u '  I f 0  x  Y )  ( ~ 7 3 ,  ~'1331 { T O  
( b y  A 2 1  
=  n ( T I [ T r u e  A  ( 7 B T r u e  A  T r u e 1  0  0)B 0  0 )  
( b y  . A 7 1  
A  ( A [ c a s e  y  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  f 1  =  A x C c a s e  s f  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S U C C  5 "  :  f f  5 "  
i n  f J  x' 
I  s u c c  3 1  : : f o  
{ J O  x  Z Y )  ( x , Y , x ~ I ) ~  o  o  
=  T [ ( T [ T r u e  A T r u e ]  { )  { ) )  A  ( A [ c a s e  y  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  
f i  =  X x 1 . c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  z N  :  f i  x l '  
i n  f l  x '  
I  s?.lc Y '  : f a  3' y l n  {fO x  Y )  { x , Y , x l l ) n  0 0  
( b y  7 1 9 7 ' )  
=  T [ T r u e  A  ( A u c a s e  y  o f  
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=  T [ T r u e  A  ( T [ ( T [ T r u e  A  T r u e ]  { )  { ) )  
A  ( A V O  x '  Y ' D  i f 0  x  Y )  { X , Y ~ ~ ' , Y ' ) > I I  0  { ) ) I  0  0  ( b y  A 2 7 A 7 )  
=  T [ T r u e  A  ( T U T r u e  A  ( A V O  x '  Y ' B  i f 0  x  YI { X , Y , X ' , Y ' I > I I  0  { ) > I  0  0  
( b y  7 1 , P )  
=  T [ T r u e  A  ( T [ T r u e  A  T r u e ]  { )  { ) ) ]  { )  { )  
( b y  A 7 )  
=  T [ T r u e  A  T r u e ]  { )  { )  
( b y  T 1 , P )  
=  T r u e  ( b y  T 1 , p )  
W e  o b t a i n  t h e  t r u t h  v a l u e  T r u e  b y  s i m p l i f y i n g  c o n j e c t u r e  ( 1 0 . 1 )  a s  r e q u i r e d .  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  p l u s  t h e o r e m  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s .  
T h e  p r o o f  o f  t h i s  c o n j e c t u r e  i s  p a r t i c u l a r l y  t r o u b l e s o m e  f o r  m o s t  i n d u c t i v e  t h e o r e m  
p r o v e r s .  T h e  p r o o f  o f  t h e  c o m m u t a t i v i t y  t h e o r e m  i s  g i v e n  i n  $ 2 . 6 . 2  u s i n g  1 - s t e p  
i n d u c t i o n  f o r  n a t  o n  t h e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  x  c o n s i d e r i n g  x  a s  t h e  p r i m a r y  i n d u c t i o n  
v a r i a b l e .  R e c u r s i o n  a n a l y s i s / r i p p l e  a n a l y s i s  s u g g e s t  b o t h  o f  t h e  v a r i a b l e s  x  a n d  y  
a s  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  e v e n  t h o u g h  b o t h  o f  t h e m  h a v e  u n f l a w e d  a s  w e l l  a s  f l a w e d  
o c c u r r e n c e s .  N o  u n f l a w e d  i n d u c t i o n  v a r i a b l e  i s  a v a i l a b l e .  M u l t i p l e  i n d u c t i o n  v a r i -  
a b l e s  c o m p l i c a t e  t h e  p r e c o n d i t i o n s  o f  t h e  m e t h o d  f o r  i n d u c t i o n  s t r a t e g y  o f  a  p r o o f  
p l a n n i n g - b a s e d  t h e o r e m  p r o v e r ,  e . g . ,  C L A M  [ 1 4 ] .  I n  t h i s  c a s e ,  n o  c h o i c e  o f  i n d u c -  
t i o n  v a r i a b l e  f u l l y  m e e t s  t h e  p r e c o n d i t i o n s .  T h e  g e n e r a t i o n  o f  t h e  i n d u c t i o n  r u l e  
a n d  t h e  c o n t r o l  l o o p  f o r  i n d u c t i o n  a n d  r e w r i t i n g  o f  t h e  i n d u c t i o n  c o n c l u s i o n  w i t h  
m u l t i p l e  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s  b e c o m e  m o r e  c o m p l i c a t e d  f o r  n o n - p r o o f  p l a n n i n g - b a s e d  
i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s .  
4 . 4 . 2  P r o v i n g  E x i s t e n t i a l l y  Q u a n t i f i e d  C o n j e c t u r e s  
T h e  r u l e s  f o r  p r o v i n g  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s  a r e  d e f i n e d  w i t h  a  s e t  o f  
r u l e s  &  b y  & [ e l  p  q 5  a s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 6 ,  w h e r e  t h e  e x p r e s s i o n  e  i s  i n  t h e  f o r m  o f  p r o o f  
e x p r e s s i o n s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 3 ,  t h e  p a r a m e t e r  p  i s  t h e  s e t  o f  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  
f u n c t i o n  c a l l s  a n d  t h e  e n v i r o n m e n t  q 5  i s  t h e  s e t  o f  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  
a p p e a r i n g  w i t h i n  t h e  c o n j e c t u r e .  
T h e  p r o o f  r u l e s  &  c a n  b e  e x p l a i n e d  a s  f o l l o w s .  I n  r u l e  ( E l ) ,  a  v a r i a b l e  v  i s  
e n c o u n t e r e d ,  w h i c h  m u s t  b e  a  B o o l e a n .  I f  v  i s  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  
c o n t a i n e d  i n  q 5 ) ,  t h e n  T r u e  i s  r e t u r n e d  a s  t h e  v a l u e  o f  v  c a n  b e  T r u e .  I f  v  i s  n o t  
e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d ,  t h e n  i t  i s  f r e e ,  s o  w e  r e t u r n  i t  u n c h a n g e d .  I n  r u l e  ( & 2 ) ,  i f  t h e  
b o o l e a n  v a l u e  T r u e  i s  e n c o u n t e r e d ,  w e  s i m p l y  r e t u r n  i t .  I n  r u l e  ( & 3 ) ,  i f  t h e  b o o l e a n  
v a l u e  F a l s e  i s  e n c o u n t e r e d ,  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d .  
I n  r u l e  ( & 4 ) ,  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  e n c o u n t e r e d ,  w h i c h  i s  r e t u r n e d  u n c h a n g e d .  
R u l e  ( E 5 )  d e a l s  w i t h  a  c a s e  e x p r e s s i o n ,  w h e r e  t h e  r e d e x  i s  a  v a r i a b l e  v .  I f  v  i s  
e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  c o n t a i n e d  i n  $ ) ,  t h e n  w e  t r y  t o  f i n d  s o m e  v a l u e  o f  v  
f o r  w h i c h  t h e  e x p r e s s i o n  c a n  b e  p r o v e d  T r u e .  T h e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  v  w h i c h  a r e  u s e d  
t o  p r o v e  t h e  e x p r e s s i o n  a r e  t h e  p a t t e r n s  w i t h i n  t h e  b r a n c h e s  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n .  
A  c a s e  s p l i t  i s  t h e r e f o r e  p e r f o r m e d  i n  w h i c h  t h e  e x p r e s s i o n  i s  s e p a r a t e l y  p r o v e d  
f o r  e a c h  v a l u e  o f  v .  T h e  d i s j u n c t i o n  o f  t h e  r e s u l t i n g  v a l u e s  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  
u s i n g  d i s t i l l a t i o n  ( 7 ) .  T h e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  
v  a r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b r a n c h e s .  T h e  p a t t e r n  v a r i a b l e s  a r e  t h e  s u b - c o m p o n e n t s  o f  
t h e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  v ,  s o  t h e y  w i l l  a l s o  b e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d .  
B e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  t o  e a c h  b r a n c h ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p a t t e r n  v a r i a b l e s  
a r e  t h e r e f o r e  a d d e d  t o  4 .  T h i s  r u l e  s i m p l i f i e s  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n  b y  e x i s t e n t i a l  
v a r i a b l e  e l i m i n a t i o n  f r o m  t h e  s e l e c t o r .  I f  v  i s  n o t  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  v  i s  
n o t  c o n t a i n e d  i n  q 5 ) ,  t h e n  i t  i s  f r e e ,  s o  i t  r e m a i n s  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n .  T h e  p r o o f  
r u l e s  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  b r a n c h e s  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n .  
E [ v ]  p  4  =  T r u e ,  i f v ~ 4  
=  ' u ,  o t h e r w i s e  
& [ T r u e ]  p  4  =  T r u e  
( E 2 1  
w h e r e  
E n l e t r e c  f  =  X v l  . . .  u , . e o  i n  f  v l  . . .  v , ]  p  4  
=  & B e 0 1  ( P U  { f  v l - .  - v n > >  4 ,  i f  { v 1  . . .  v n )  &  4  
=  I e t r e c  j  =  X v i  .  .  .  v ; . ( E [ e o ] l  ( p  U  {  f  v l  .  .  .  v , ) )  # )  i n  f  v i  .  .  .  v L ,  
o t h e r w i s e  
E [ f  e l  - e n ]  P  4  
=  I ,  i f  { v ~  .  .  . v n }  4  
=  ( f  V :  .  .  .  v L )  [ e l / v l  .  .  .  e n / v n ] ,  
o t h e r w i s e  
w h e r e  
( f  v l  . . . u r n )  E p . ( f  ~ 1  . . .  v n )  4  ( f  e l  . . .  e n )  
{ v ;  . . .  v i ) = { v  l . . . v n } \ $  
F i g u r e  4 . 6 :  P r o o f  r u l w  f o r  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  
R u l e  ( E 6 )  d e a l s  w i t h  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n .  I f  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, i n  t h e  
f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n  a r e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  
( i . e . ,  v l  .  .  .  v n  a r e  c o n t a i n e d  i n  + ) ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, d o e s  n o t  
c o n t a i n  a n y  f r e e  v a r i a b l e s .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  i s  r e m o v e d ,  a n d  t h e  
r e s u l t  o f  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  t o  t h e  u n f o l d e d  f u n c t i o n  c a l l  i s  r e t u r n e d .  I f  a n y  
o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, i n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, a r e  n o t  c o n t a i n e d  i n  
4 ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  c o n t a i n s  f r e e  v a r i a b l e s .  T h e  f u n c t i o n  f  i s  t h e r e f o r e  
r e d e f i n e d  i n  t e r m s  o f  t h e s e  f r e e  v a r i a b l e s  w i t h  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  u s i n g  t h e  r e s u l t  
o f  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  &  t o  t h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n .  T h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  
f  v l  .  .  .  v, i s  a d d e d  t o  t h e  e n v i r o n m e n t  p  b e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  &  t o  t h e  
b o d y  e o .  
I n  r u l e  ( & 7 ) ,  a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  c a l l  f  e l  .  .  .  e n  i s  e n c o u n t e r e d .  I f  t h e r e  e x i s t s  a  
f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, i n  p  s u c h  t h a t  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  f  e l  .  .  .  e n  i s  a n  i n -  
s t a n c e  o f f  v l  .  .  .  v , ,  a n d  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, a r e  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  ( i . e . ,  
t h e y  a r e  a l l  c o n t a i n e d  i n  + ) ,  t h e  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d  a s  t h e  s e a r c h  s p a c e  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v, i s  e x h a u s t e d .  I f ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  f u n c -  
t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v, c o n t a i n s  f r e e  v a r i a b l e s  ( i . e . ,  n o t  c o n t a i n e d  i n  $ ) ,  t h e n  t h e  
r e c u r s i v e  c a l l  f  e l  .  .  .  e n  i s  s i m p l i f i e d  t o  b e  d e f i n e d  o v e r  t h e  a r g u m e n t s  c o r r e s p o n d i n g  
t o  t h e s e  f r e e  v a r i a b l e s .  
E x a m p l e  1 1  
C o n s i d e r  t h e  p r o o f  o f  t h e  f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e  ( 1 1 . 1 )  a b o u t  n a t u r a l  n u m b e r s ,  w h i c h  
s t a t e s  t h a t  f o r  e v e r y  v a l u e  o f  x ,  t h e r e  e x i s t s  a  y  s u c h  t h a t  x  i s  e v e n  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  
d o u b l e  o f  y  e q u a l s  x .  W e  a d o p t e d  t h i s  e x a m p l e  f r o m  [ 6 8 ]  r e a r r a n g i n g  t h e  e x i s t e n t i a l  
q u a n t i f i e r  f o r  o u r  p u r p o s e s .  
A L L  % . E X  y . i f f  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  
( 1 1 . 1 )  
T h e  p r o o f  p r o c e s s  i s  g u i d e d  b y  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  ( 7 2 )  a n d  ( 7 3 )  ( F i g .  4 . 4 )  w h e n  
c o n j e c t u r e  ( 1  1 . 1 )  i s  i n p u t  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  T h e  e x i s t e n t i a l  p r o o f  r u l e s  &  
w i l l  b e  a p p l i e d  t o  t h e  i n n e r m o s t  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i e r  f i r s t  b y  r u l e  ( 7 3 )  t o  c o n j e c t u r e  
( 1 1 . 1 ) .  R u l e  ( 7 3 )  a p p l i e s  d i s t i l l a t i o n  t o  e x p r e s s i o n  ( 1  1 . 2 ) .  
i f f  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  
( 1 1 . 2 )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 1 . 2 )  u s i n g  d i s t i l l a t i o n  i s  s h o w n  i n  E x a m p l e  
1 8  i n  A p p e n d i x  A . 1 .  T h e  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n  h a s  b e e n  c o n v e r t e d  t o  a  p r o o f  e x p r e s -  
s i o n  b y  a d d i n g  t h e  f r e e  v a r i a b l e s  w i t h i n  t h e  f u n c t i o n  b o d y  a s  p a r a m e t e r s  i n  t h e  l o c a l  
f u n c t i o n  b y  p r e - p r o c e s s i n g .  R u l e  ( 7 3 )  a p p l i e s  t h e  p r o o f  r u l e s  E  f o r  e x i s t e n t i a l  q u a n -  
t i f i c a t i o n  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  p r e - p r o c e s s i n g  t h e  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n  
r e s u l t i n g  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1  1 . 2 ) .  
E [  l e t r e c  f O  =  X z . X y .  c a s e  x o f  
( b y  7 3 )  
Z e r o  :  c a s e  y o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y' :  F a l s e  
I  S u c c  x' :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y' :  T r u e  
I  S u c c  x "  :  f 0  2 "  y  
i n f o  x Y I  0  { Y )  
T h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f O  x y w i t h i n  t h e  l e t r e c  e x p r e s s i o n  c o n t a i n s  t h e  f r e e  
v a r i a b l e  x  ( u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  i n  t h e  o u t e r  s c o p e )  a n d  a n  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e  y .  
T h e  f u n c t i o n  f 0  w i l l  b e  r e d e f i n e d  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  a p p l y i n g  t h e  p r o o f  r u l e s  E  t o  
t h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n  b y  r u l e  E 6 .  T h e  o r i g i n a l  f u n c t i o n  c a l l  f O  x y i s  s i m p l i f i e d  
t o  f 0  x  b y  r e m o v i n g  t h e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e  y d u r i n g  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  r u l e  E 6 .  
T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  p r o o f  r u l e s  &  t o  t h e  u n f o l d e d  f u n c t i o n  c a l l  p r o c e e d s  a s  s h o w n  
b e l o w .  
l e t r e c  f O  =  X x . E [ c a s e  x o f  
( b y  f 6 )  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  l ? w e  
I  S u c c  y '  :  F a l s e  
I  S u c c  x' :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  c a s e  y o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y' :  D u e  
I  S u c c  x "  :  f O  x "  y ]  { f O  x y )  { y )  
=  l e t r e c  f O  =  A x .  c a s e  s  o f  
Z e n ,  :  E [ c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  y 1  :  F a l s e ]  U f l  x  y }  { y )  
I  S u c e  x '  :  & [ c a s e  s '  o f  
e m  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  T h e  
I  S u c c  :  T h e  
I  S U G C  x f f  :  f O  2 "  y J I  ( f O  2  8 )  { y }  
=  l e t r e c  
j 0  =  A x .  c a s e  a :  o f  
Z e r o  
:  7 1 C C & I [ % e l ]  i f 0  x  Y )  1 ~ 1 1  
l E E F a l s e 1  I f 0  x  Y )  { Y ,  y f ) 1 B  0  0  
I  S U C C  x '  :  & [ c a s e  x t  o f  
e m  :  c a s e  y  o f  
Z e m  : D u e  
I  S u c c  y '  :  T h e  
I  S u c c  x "  :  f 0  x r l  y ]  ( f 0  x  y )  { y )  
i n  j 0  x -  
=  l e t r e c  
f O  =  A x . c a s e  s  o f  
Z e r o  
:  7 [ D u e  V  I ]  { )  { )  
I  S u c c  s f  :  E u c a s e  a ; '  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S U C C  y ' :  D u e  
I  S u c c  x u  :  f O  x N  y ]  { f O  x  y )  { y )  
= letrec fO = Ax. case x of 
Zero : True 
I SUCC x1 : case xr of 
Zem :&l[caseyof 
Zero : Due 
1 Succ y 5  :en {fO x y) {y) 
1 Succ 2" : EafD 2" 31 {fO x y} (y) 
= letrec f0 = Ax. case x of 
Zero : l h ~ e  
I Succ s' : Sase st of 
Zero : T h e  
I Succ xtl : EafO x" p] {fU x y )  (41) 
in fO s 
(by C5F2,&2,(71,P) 1
The recursive function application jO st' y contains the free variable s". The 
function application is simplified to define in terms of the free variable x" hy remov- 
ing t,he existential variable y by rule E7. This results in the fallowing expression. 
letrec fO = Ax. case z of 
Zero : True 
I Succ s' : case z' of 
Zero : T h e  
I Succ xu : +fO a" 
in jO x 
The proof rules A fm universal cluantiiication are now applied to  this expression, 
During thc application of the rules A, the universally quantified variable z within 
expression (11 -1) is pssed ns a singleton set of univcrsdly quantified variables (x), 
The proof of the above expression proceeds as shown below. 
A [  l e t r e c  fO =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  x 1  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  x "  :  f 0  x "  
=  A [ c a s e  x  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S U C C  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  s u c c  x "  :  f 0  x " ]  {fO X )  { x )  
=  T [ ( A [ T r u e ]  { f O  x )  { x ) )  A  ( A I c a s e  x '  o f  
Z e r o  : T r u e  
I  S u c c  x "  :  f 0  x l ' ]  {fO x )  { x , x l ) ) ]  { )  { )  
( b y  A 5 1  
=  T [ T r u e  A  ( T [ ( A [ T r u e ]  { f O  x )  { x , x l ) )  
A  ( ~ u f o  x u ]  { f o  2 )  { x , x l ,  x r l ) ) n  o  o)n o  { I  
( b y  4 - 4 5 )  
=  T U T r u e  A  ( T i T r u e  A  ( 4 f O  ~ ' ~ 1  I f 0  x z )  { x ,  x l ,  X ' ~ ) > I  0  { > > I  0  0  
( b y  . A 2 >  
=  T [ T r u e  A  ( T l T r u e  A  T r u e ]  { )  { ) ) I  { )  { )  
( b y  A 7 1  
=  T [ T r u e  A  T r u e ]  { )  { )  
( b y  7 1 7 7 ' )  
=  T r u e  ( b y  T 1 , p )  
W e  o b t a i n  t h e  t r u t h  v a l u e  T r u e  b y  s i m p l i f y i n g  c o n j e c t u r e  ( 1 1 . 1 )  a s  r e q u i r e d .  
T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  c o n j e c t u r e  ( 1 1 . 1 )  a n d  d e m o n s t r a t e s  t h a t  i t  i s  a  t h e o r e m .  
4 . 5  S o u n d n e s s  o f  P r o o f  T e c h n i q u e s  
I n  o r d e r  t o  s h o w  t h a t  o u r  p r o o f  r u l e s  a r e  s o u n d ,  w e  n e e d  t o  s h o w  t h a t  f o r  e v e r y  
c o n j e c t u r e  w h i c h  i s  f o u n d  t o  b e  T r u e  i n  o u r  p r o o f  r u l e s ,  t h e r e  i s  a  c o r r e s p o n d i n g  
l o g i c a l  p r o o f  o f  t h e  c o n j e c t u r e .  T o  f a c i l i t a t e  t h i s ,  w e  d e f i n e  s e q u e n t  c a l c u l u s  r u l e s  f o r  
t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  d i s t i l l e d  f o r m  o f  i n p u t  c o n j e c t u r e  a s  s h o w n  
i n  F i g .  4 . 7 .  
I ?  F  e [ x ] , A  
r  k  A L L  v . e  [ v  J x ] ,  A  
( A L L - I E )  
r , e o [ e l ]  I- A  
I ? ,  A L L  v , e o  [ v / e l ]  I -  A  
( A L L L )  
r  I -  e a [ e ~ l , A  
I' I -  E X  v . e o [ n  / e l ] ,  A  
( E X - R )  
J ? , e [ z ]  I- A  
I ? ,  E X  u . e  [ u / x ]  l- A  
( E X - L )  
r , v = p ~  I -  e l , A  . . .  r , v = p k  ' E -  e k , A  
J? t -  c a s e  s )  o f  p r  :  e l  I  .  .  .  I  p k  :  e k ?  A  
( C a s e >  
F i g u r c  4 . 7 :  S e q u e n t  c a I c u l u s  r u l e s  f o r  l a n g u a g e  
I n  t h e s e  r u l e s ,  t h e  ( I d )  r u l e  a n d  t h e  q u a n t i f i e r  r u l e s  a r e  s t a n d a r d  s e q u e n t  c a l c u l u s  
r u l e s  f o r  f i r s t  o r d e r  l o g i c  b y  G e n t z e n .  T h e  r e s t  o f  t h e  r u l e s  a r e  d e f i n e d  f o r  s o m e  o f  
t h e  e x p r e s s i o n s  i n  o u r  l a n g u a g e .  I n  t h i s  f o r m u l a t i o n ,  t h e r e  i s  n o  n e e d  f o r  a  c u t  r u l e  
a s  a l l  t h e  i n t e r m e d i a t e  s t r u c t u r e s  i n  t h e  i n p u t  p r o g r a m  w i l l  h a v e  b e e n  e l i m i n a t e d .  
T h e  ( I d )  r u l e  s t a t e s  t h a t  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  A ,  o n e  c a n  d e d u c e  A .  T h e  ( T r u e -  
R )  r u l e  s t a t e s  t h a t  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  r ,  o n e  c a n  d e d u c e  T r u e  a n d  A .  
T h e  
( F a l s e - L )  r u l e  s t a t e s  t h a t  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n  F a l s e  a n d  I ? ,  o n e  c a n  d e d u c e  A .  T h e  
( A L L - R )  r u l e  s t a t e s  t h a t  A L L  v . e [ v / x ]  h o l d s  o n l y  i f  e [ x ]  i s  t r u e  ( i . e . ,  x  m u s t  n o t  
b e  f r e e  w i t h i n  I ? ,  e [ v / x ]  o r  A ) .  T h e  ( A L L - L )  r u l e  s t a t e s  t h a t  i f  o n e  k n o w s  t h a t  
A L L  v . e o  [ v / e l ]  i s  t r u e ,  t h e n  i t  c a n  b e  p r o v e d  f o r  a n y  t e r m  e l  ( i . e . ,  e o [ e l ] ) .  T h e  
( E X - R )  r u l e  s t a t e s  t h a t  E X  v . e o [ v / e l ]  h o l d s  o n l y  i f  e o [ e l ]  i s  t r u e  f o r  a n y  t e r m  e l .  
T h e  ( E X - L )  r u l e  s t a t e s  t h a t  i f  o n e  k n o w s  t h a t  E X  v . e [ v / x ]  i s  t r u e ,  t h e n  i t  c a n  b e  
p r o v e d  f o r  a n y  v a l u e  x  ( i . e . ,  x  m u s t  n o t  b e  f r e e  w i t h i n  I ? ,  e [ v / x ]  o r  A ) .  T h e  ( I n d )  
r u l e  s t a t e s  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  l e t r e c  f  
=  X u l  .  .  .  v n . e o  i n  f  v l  .  .  .  v ,  h o l d s  o n l y  i f  
o n e  c a n  d e d u c e  e o  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n s  r  a n d  f  v l  .  .  .  v , .  T h e  ( C a s e )  r u l e  s t a t e s  
t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  c a s e  v  o f  p l  
:  
e l  I  .  .  .  I  p k  
:  e k  h o l d s  o n l y  i f  o n e  c a n  d e d u c e  
e l , .  .  .  ,  e k  f r o m  t h e  a s s u m p t i o n s  I ? ,  a n d  p l ,  .  .  .  , p k  a s  t h e  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  v .  T h e  
( I n d H y p )  r u l e  s t a t e s  t h a t  i f  o n e  k n o w s  t h a t  A L L  v l  .  .  .  v , .  f  v l  .  .  .  v ,  i s  t r u e ,  t h e n  
o n e  c a n  d e d u c e  f  e l  .  .  .  e n .  
T h e o r e m  4 . 5 . 1  ( S o u n d n e s s  o f  p r o o f  r u l e s )  T h e  p r o o f  r u l e s  A  a n d  &  a r e  s o u n d  
w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s e q u e n t  c a l c u l u s  r u l e s  d e f i n e d  i n  F i g .  4 . 7 .  
P r o o f .  ( T h e o r e m  4 . 5 . 1 )  
T h e  p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  f o l l o w s  i m m e d i a t e l y  f r o m  l e m m a t a  4 . 5 . 2  a n d  4 . 5 . 3 .  
L e m m a  4 . 5 . 2  ( S o u n d n e s s  o f  u n i v e r s a l  p r o o f  r u l e s )  
A [ e ]  p  { v l . .  . v n )  =  T r u e  +  p  k  A L L  v l . .  . v , . e  
L e m m a  4 . 5 . 3  ( S o u n d n e s s  o f  e x i s t e n t i a l  p r o o f  r u l e s )  
& [ e l  p  { v l  .  .  .  v , )  =  T r u e  +  p  k  E X  v l  .  .  .  v , . e  
P r o o f .  ( L e m m a  4 . 5 . 2 )  
T h e  p r o o f  o f  t h i s  i s  b y  r e c u r s i o n  i n d u c t i o n  o n  t h e  p r o o f  r u l e s  A .  
B a s e  C a s e s  
C a s e  f o r  R u l e  A 1 :  
I f  a ,  E  4 :  
A [ v ]  p  =  I  #  T w e  
I n  t h i s  c a s e ,  
t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  A L L  v . ~ ,  f o r  w h i c h  t h e r e  
i s  n o  m r r c s p o n d i n g  s e q u e n t  c d c u I u s  p r o o f .  
If . e r  @  4 ,  t h e n  u  i s  f r e e .  
d [ v ] p #  =  v  #  T r u e  
C a s e  f o r  R u l e  d 2 :  
d [ T r u e J  p  4  =  T r u e  
T h c  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
C a s e  f o r  R u l e  A 3 :  
A C F a E s e ] ]  p  t$ =  1  #  T r u e  
A s  t h e  e x p r e s s i o n  i s  F a l s e ,  t h e r e  i s  n o  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  d c u l u s  p r o o f .  
C a s e  f o r  R u l e  A 4 :  
A [ I ]  p  6  =  l  #  T r u e  
A s  t h e  e x p r e s s i o n  i s  u n d e f i n e d ,  t h e r e  i s  n o  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  
p r o o f .  
C a s e  f o r  R u l e  A 7 :  
I f  ( v l  .  .  .  w , )  2  
4 ,  t h e n  t h e r e  m u s t  e x i s t  o n  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  o f  t h e  f o r m  
1  ? U l . . . W , p  
A [ f  e l . .  . e n ]  p  4  =  T r u e  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
I ? ,  A L L  ~ 1 . .  .  v n .  f  2 1 1 . .  .  v n  k  f  e l . .  .  e n  
( I n d H y p )  
I f  { v l  .  .  .  v , )  
4 ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  c a l l  r e m a i n s .  
A [ f  e l  .  .  .  e n ]  p  4  =  f  V :  .  .  .  V L  #  T r u e  
I n d u c t i v e  c a s e s  
C a s e  f o r  R u l e  A 5 :  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
V i  E  { I . .  .  k ) . A [ e i l )  p  { v l  .  .  .  v , )  =  T r u e  +  p  1  A L L  v l . .  . v , . e i  
I f  v  E  4 ,  t h e n  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  
A L L  v . c a s e  v  o f  p l  :  e l  I  .  .  .  I  pk :  e k  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
r , v  = p l  1  e l  . . .  I ' , v  = p k  k  ek 
( C a s e )  
r k c a s e v  o f p l  :  e l  I  . . .  I p k  :  e k  
I' k  A L L  v . c a s e  v  o f  p l  :  e l  [  .  .  .  I  pk :  e k  
( A L L - R )  
I f  v  @  4 ,  t h e n  v  r e m a i n s  i n  t h e  r e s u l t i n g  t e r m ,  a n d  t h e  p r o o f  r u l e s  a r e  f u r t h e r  
a p p l i e d  t o  t h e  b r a n c h e s  e l  .  .  .  e k  o f  t h e  c a s e  t e r m .  
A [ c a s e  v  o f  p l  :  e l l  .  .  .  I  pk :  e k ]  p  4  
=  c a s e  v  o f  p l  :  ( A [ e l ]  p  4 )  I  .  .  .  I  pk :  ( A l e k ]  p  4 )  #  T r u e  
C a s e  f o r  R u l e  A 6 :  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
A [ [ e o ]  p { v l  .  .  .  v , )  =  T r u e  +  
k  A L L  v l  .  .  .  v , . e o  
I f  { v l  .  .  .  v , )  C _  4 ,  t h e n  t h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n  e o  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  
A u l e t r e c  f  =  X v l  .  .  .  v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  v , ]  p  4  
=  A [ e o ]  p  4  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
I', f  v  . . .  v n  I- e o  
I' k  l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  v ,  
( I n d l  
I f  { V ?  .  .  .  w , )  p  $ ,  t h e n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  r e m a i n s ,  a n d  t h e  b o d y  e o  i s  
f u r t h e r  t r a n s f o r m e d :  
A D e t r e c  f  =  A w l  .  .  .  v n . e g  i n  f  v l  .  .  .  
p  4  
=  l e t r e c  f  =  X u r  - .  .v k . { A [ e o ]  p  4 )  i n  f  vr .  .  .  v k  #  T r u e  
w h e r e  ( w l  .  .  .  v k )  =  ( v l  .  .  .  . u , )  \  4 .  
P r o o f .  ( L e m m a  4 . 5 . 3 )  
T h e  p r o o f  o f  t h i s  i s  b y  r e c u r s i o n  i n d u c t i o n  o n  t h e  p r o o f  r u l e s  E .  
B a s e  C a s e s  
C a s e  f o r  R u l e  E l :  
I f  v  E  4 :  
E [ u ]  p  #  =  T r u e  
I n  t h i s  c a s e ,  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  js e q u i v a l e n t  t o  E X  v , v ,  T h e  c o r r e s p o n d i n g  
s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
r  I- T r u e  
(  T r u e - R )  
( E X - R E  
I? I- E X  v . 7 ~  
I f  v  
4 ,  t h e n  v  i s  f r e e .  
E [ v ]  p  4  =  v  #  T r u e  
C a s e  f o r  R u l e  E 2 :  
E [ T r u e ]  p  4  =  T r u e  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
( T r u e - R )  
I' b  T r u e  
C a s e  f o r  R u l e  E 3 :  
& [ F a l s e ]  p  4  =  L  f  T r u e  
A s  t h e  e x p r e s s i o n  i s  F a l s e ,  t h e r c  i s  n o  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t ;  c a I c u l u s  p r o o f .  
C a s e  f o r  R u l e  E 4 :  
E l i ]  p  4  =  1  #  T r u e  
A s  t h e  e x p r e s s i o n  i s  u n d e f i n e d ,  t h e r e  i s  n o  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  
p r o o f .  
C a s e  f o r  R u l e  E 7 :  
If ( . v l  .  .  .  v , )  
4 ,  t h e n  t h e  s e a r c h  s p a c e  o f  t h e  e x i s t e n t i d  v a r i a b l e s  h a s  b e e n  
c x h a u s t e d  a n d  t h e r c  i s  n o  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f ,  
E l f  e l  .  .  .  e n ]  p  4  =  I  #  T r u e  
I f  ( v l  .  .  . v , )  
4 ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  c a I l  r e m a i n s .  
E [ f  e l  . . .  e n ]  p  q5 =  f  v {  . . .  u k  # T r u e  
I n d u c t i v e  c a s e s  
C a s e  f o r  R u l e  E 5 :  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
V i  E  { I  . . .  k ) . E [ e i ]  p  { v l  . . . *  l m )  =  T r u e  3  p  t -  E X  V I  . . . v n v , , e i  
I f  v  E  4 ,  t h e n  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  
E X  v . c a s e  v  o f  p l  ;  e l  I  .  .  .  I  pk :  e k  
T h c  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a &  f o l l o w s :  
I' t - e l ,  . . . ,  e k  
l ? t E X . u . c a s e u  o f p l  :  e l  1  . . .  I p k  :  e k  
( E X - R )  
I f  v  4  4 ,  t h e n  v  r e m a i n s  i n  t h e  r e s u l t i n g  t e r m ,  a n d  t h e  p r o o f  r u l e s  a r e  f u r t h e r  
a p p l i e d  t o  t h e  b r a n c h e s  e l  .  .  .  e k  o f  t h e  c a s e  t e r m .  
& [ c a s e  v  o f  p l  :  e l  (  .  .  .  I  pk :  e k ]  p  $  
=  c a s e  v  o f  p l  :  ( & [ e l ]  p  4 )  I  .  .  .  I  pk :  ( & [ e k ]  p 4 )  #  T r u e  
C a s e  f o r  R u I e  & 6 :  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
& [ e o n  p  { v l  .  .  .  v , )  =  T r u e  +  F  E X  v l . .  .  v , . e o  
I f  { v l  .  .  .  v , )  
4 ,  t h e n  t h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n  eo i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  
& [ l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v n . e o  i n  f  v l  .  .  .  v , ]  p  q5 
=  & [ e o ]  p  4  
T h e  c o r r e s p o n d i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s  p r o o f  f r a g m e n t  i s  a s  f o l l o w s :  
r , f  v l . . . v n  t -  e o  
r  t  l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  v ,  
( I n d l  
I f  { v l  .  .  .  v , )  $  4 ,  t h e n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  r e m a i n s ,  a n d  t h e  b o d y  e o  i s  
f u r t h e r  t r a n s f o r m e d :  
& [ l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  v n ]  p  4  
=  l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v k . ( & [ e o l )  p 4 )  i n  f  v l  .  .  .  v k  #  T r u e  
w h e r e  { v l  .  .  .  v k )  =  { v l  .  .  .  v , }  \  4 .  
4 . 6  C o m p l e t e n e s s  
N e i l  D .  J o n e s  h a s  s h o w n  t h a t  a  f u n c t i o n  f  i s  c o m p u t a b l e  b y  a  c o n s - f r e e  f i r s t - o r d e r  
f u n c t i o n a l  p r o g r a m  i f  a n d  o n l y  i f f  i s  i n  P T I M E  ( p o l y n o m i a l  t i m e )  [ 5 7 ] .  B y  a n a l o g y ,  
o u r  p r o o f  t e c h n i q u e s  c a n  p r o v e  t h e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s  w h i c h  c a n  b e  d e f i n e d  w i t h  
c o n s - f r e e  p r o g r a m s  w i t h o u t  u s i n g  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s .  T h i s  c o n s - f r e e  p r o g r a m  
c o r r e s p o n d s  t o  p r o g r a m  w i t h o u t  a n y  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s .  T h e r e f o r e ,  o u r  
t h e o r e m  p r o v e r  s h o u l d  b e  a b l e  t o  p r o v e  a n y  c o n j e c t u r e  w h i c h  i s  i n  P T I M E ,  s o  l o n g  
a s  i t  h a s  b e e n  e x p r e s s e d  i n  t h i s  c o n s - f r e e  f o r m .  W e  t h e r e f o r e  a r g u e  t h a t  P o i t i n  i s  
c o m p l e t e  f o r  c o n j e c t u r e s  w h i c h  b e l o n g  t o  P T I M E .  
4 . 7  C o n c l u s i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  h a v e  p r e s e n t e d  a  n o v e l  a p p r o a c h  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s  
w h i c h  c o n t a i n  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  u s i n g  t h e  p r o g r a m  t r a n s f o r -  
m a t i o n  a l g o r i t h m  d i s t i l l a t i o n  [ 4 6 ] .  W e  h a v e  e x t e n d e d  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  t o  h a n d l e  
e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n .  A  f o r m  o f  p r o o f  e x p r e s s i o n s  h a s  b e e n  d e f i n e d  t o  w h i c h  t h e s e  
p r o o f  r u l e s  c a n  b e  a p p l i e d .  W e  h a v e  f o r m a l l y  p r e s e n t e d  t h e  p r o o f  r u l e s  A  f o r  u n i -  
v e r s a l  q u a n t i f i c a t i o n  a n d  t h e  p r o o f  r u l e s  E  f o r  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n ,  a n d  h a v e  
s h o w n  h o w  t h e s e  p r o o f  r u l e s  c a n  b e  u s e d  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s .  T h e s e  
p r o o f  t e c h n i q u e s  d o  n o t  r e q u i r e  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s .  T h e  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m  
p r o v i n g  t e c h n i q u e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  g i v e s  a  p u r e  e x i s t e n c e  p r o o f ,  w h i c h  i s  a n  
a l t e r n a t i v e  t o  t h e  u s u a l  c o n s t r u c t i v e  a p p r o a c h  u s i n g  h i g h e r  o r d e r  u n i f i c a t i o n .  T h e  
s o u n d n e s s  o f  t h e  p r o o f  t e c h n i q u e s  h a s  b e e n  s h o w n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  l o g i c a l  p r o o f  
s y s t e m  u s i n g  t h e  s e q u e n t  c a l c u l u s .  
W e  h a v e  i m p l e m e n t e d  t h e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r ,  
a n d  a d d e d  i t  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  I n  C h a p t e r  5 ,  w e  p r e s e n t  t h e  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e  u s e d  i n  P o i t i n  t o  c o n s t r u c t  c o r r e c t  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n s .  
C h a p t e r  5  
P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  i n  P o i t i n  
5 . 1  I n t r o d u c t i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  p r e s e n t  a  n o v e l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  t o  c o n s t r u c t  c o r r e c t  
p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  p r o g r a m s  a r e  g e n e r a t e d  f r o m  
t h e  p r o o f s  o f  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s  i n  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  T h e  c o n s t r u c t e d  
p r o g r a m  e s s e n t i a l l y  c o m p u t e s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  o f  t h e  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m .  
I n  o u r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d ,  d i s t i l l a t i o n  i s  f i r s t  a p p l i e d  t o  t h e  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n .  R u l e s  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  r e s u l t i n g  d i s -  
t i l l e d  e x p r e s s i o n  t o  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m .  W e  p r e s e n t  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s ,  
a n d  t h e n  g i v e  s o m e  e x a m p l e s  t o  s h o w  h o w  t h e s e  r u l e s  c a n  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  c o r -  
r e c t  p r o g r a m s .  W e  a l s o  p r o v e  t h a t  t h e  p r o g r a m s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  o u r  t e c h n i q u e  
a r e  t o t a l l y  c o r r e c t .  S o m e  o f  t h e  w o r k  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  c a n  b e  f o u n d  i n  [ 5 9 ] .  
5 . 2  F o r m  o f  I n p u t  S p e c i f i c a t i o n  
T o  f a c i l i t a t e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  i n  P o i t i n ,  a  f i r s t - o r d e r  q u a n t i f i e r  A N Y  i s  a d d e d  
t o  t h e  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  d e f i n e d  i n  5 2 . 2 . 1  a s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 1 .  
e  : : =  A N Y v : 7 . e  A N Y - q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  
F i g u r e  5 . 1 :  F o r m  o f  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
T h e  s u b - e x p r e s s i o n  e  o f  t h e  s p e c i f i c a t i o n  m a y  c o n t a i n  f r e e  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  
i m p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d .  T h e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e  w i t h i n  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a -  
t i o n  i s  q u a n t i f i e d  w i t h  t h e  A N Y  q u a n t i f i e r .  T h e  g r a m m a r  o f  r e d e x e s  i s  e x t e n d e d  a s  
f o l l o w s  t o  h a n d l e  A N Y - q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n s .  
r e d  : : =  f  
I  ( X v . e o )  e l  
1  
c a s e  ( v  e l  .  .  .  e n )  o f  p l  :  e i  I . .  .  I  p k  :  e k  
I  
c a s e  ( c  e l . .  .  e n )  o f  p l  :  e i  (  .  .  .  I  p k  :  e ' ,  
I  A L L v l  . . .  v n . e  
(  E X v l  . . .  v n . e  
I  A N Y  v :  7 . e  
W e  d e f i n e  a  s e t  o f  r u l e s  C  t o  d e a l  w i t h  A N Y - q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n s .  T h e  r u l e s  
C  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  w i l l  o n l y  b e  a p p l i e d  t o  t h e  e x p r e s s i o n s  w h i c h  a r e  i n  t h e  
f o r m  o f  p r o o f  e x p r e s s i o n s  a s  s h o w n  i n  F i g .  4 . 3  ( 5 4 . 3 ) .  
5 . 3  
C o n s t r u c t i o n  o f  P r o g r a m  i n  P o i t i n  
T h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  p r o g r a m  i n  P o i t i n  i n v o l v e s :  i )  w r i t i n g  a  s p e c i f i c a t i o n  o f  t h e  
f o r m  A N Y  v  :  7 . s p e c ( x l  .  .  .  x , ,  v ) ,  w h i c h  e x p r e s s e s  t h e  i n p u t / o u t p u t  r e l a t i o n  f o r  
w h i c h  t h e  p r o g r a m  i s  t o  b e  c o n s t r u c t e d  i i )  c o n s t r u c t i o n  o f  a  p r o g r a m  f r o m  t h e  
s p e c i f i c a t i o n  u s i n g  t h e  r u l e s  C .  W i t h i n  t h e  s p e c i f i c a t i o n ,  v  i s  t h e  o u t p u t  v a r i a b l e  
o f  t y p e  7 ;  s p e c  i s  t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  i n p u t  a n d  o u t p u t  d a t a  e x p r e s s e d  u s i n g  
p r e d i c a t e s ,  f u n c t i o n s  a n d  i m p l i c a t i o n ;  a n d  x l  .  .  .  x ,  a r e  t h e  i m p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  
q u a n t i f i e d  i n p u t  v a r i a b l e s .  
I n  t h e  f o l l o w i n g  s e c t i o n s ,  w e  p r e s e n t  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e ,  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c -  
t i o n  s t e p s  a n d  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  f o r  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  p r o g r a m  f r o m  
a n  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  
5 . 3 . 1  
D i s t i l l a t i o n  R u l e  f o r  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  r u l e s  7  f o r  d i s t i l l a t i o n  a r e  e x t e n d e d  t o  b e  a b l e  t o  h a n d l e  A N Y -  
q u a n t i f i e d  e x p r e s s i o n  a s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 2 .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h i s  r u l e  t o  a n  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n  r e s u l t s  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m  w h i c h  
c o m p u t e s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s .  W i t h i n  r u l e  7 4 ,  t h e  p a r a m e t e r  p  r e p r e s e n t s  t h e  
s e t  o f  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n s ,  a n d  q5 i s  t h e  s e t  o f  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  u s e d  
w i t h i n  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n .  I n  t r a n s f o r m i n g  a n  e x p r e s s i o n  o f  t h e  f o r m  c ( A N Y  v  :  
~ . e ) ,  t h e  s u b - e x p r e s s i o n  e  i s  t r a n s f o r m e d  f i r s t  u s i n g  d i s t i l l a t i o n  ( t h e  A N Y - q u a n t i f i e d  
v a r i a b l e  v  i s  f r e e  w i t h i n  e ) .  A n  e m p t y  s e t  { }  i s  p a s s e d  t o  7 ,  w h i c h  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  
i n i t i a l  s e t  o f  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n s  i s  e m p t y .  T h e  r u l e s  C  f o r  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  a r e  t h e n  a p p l i e d  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  p r e - p r o c e s s i n g  
( 5 4 . 2 )  o f  t h e  r e s u l t i n g  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n .  T h e  A N Y - q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  v  i s  p a s s e d  
a s  t h e  v a r i a b l e  u n d e r  c o n s t r u c t i o n  t o  t h e  o b j e c t  l e v e l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  
C .  I n  a d d i t i o n ,  t h e  s e t  o f  i m p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  i s  p a s s e d  a s  a  
p a r a m e t e r  i n  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  C .  F i n a l l y ,  t h e  p r o g r a m  o b t a i n e d  b y  a p p l y i n g  t h e  
p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C  i s  t r a n s f o r m e d  w i t h i n  t h e  c o n t e x t  ( i . e . ,  c ( e l ' ) )  u s i n g  7  
t o  g i v e  t h e  o u t p u t  p r o g r a m .  
7 [ c ( A N Y  v  :  ~ . e ) ]  p  4  =  7 [ c ( e t t ) J j  p  4  
( 7 4 )  
w h e r e  
e '  =  'n.1 0  4  
e f t  =  C B e t I I  uvn 0  ( f + )  \  { v ) )  
F i g u r e  5 . 2 :  D i s t i l l a t i o n  r u l e  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
5 . 3 . 2  P r e c o n d i t i o n  a n d  P o s t c o n d i t i o n  A n a l y s i s  
T h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  a n y  o f  t h e  
f o l l o w i n g  f o r m s :  
i )  A N Y v : 7 . e  N o  p r e c o n d i t i o n  
i i )  A N Y  v  :  . r . p r e  +  p o s t  P r e c o n d i t i o n  w i t h  i m p l i c a t i o n  
S p e c i f i c a t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  f o r m  ( i )  d o  n o t  c o n t a i n  a n y  p r e c o n d i t i o n  w i t h i n  t h e  
c o n j e c t u r e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  c o n j e c t u r e  
A N Y  y  :  n a t . ( e q n u m  x  Z e r o )  V  ( e q n u m  x  ( S u c c  y ) )  
s a t i s f i e s  t h i s  f o r m .  T h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h i s  s p e c i f i c a t i o n  c a n  b e  u s e d  t o  
c o m p u t e  a n  o u t p u t  f o r  e a c h  v a l u e  o f  t h e  i n p u t  v a r i a b l e  x .  S p e c i f i c a t i o n s  w h i c h  s a t i s f y  
f o r m  ( i i )  c o n t a i n  a  p r e c o n d i t i o n  a n d  p o s t c o n d i t i o n .  T h e  p r e c o n d i t i o n  s p e c i f i e s  t h e  
p r o p e r t i e s  o f  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s ;  t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c o m p u t a t i o n a l l y  i r r e l e v a n t  
p a r t  o f  t h e  s p e c i f i c a t i o n  a s  d e f i n e d  i n  [ 3 2 ] .  T h e  p o s t c o n d i t i o n  s p e c i f i e s  t h e  v a l u e  o f  
t h e  o u t p u t  i n  r e l a t i o n  t o  t h e  i n p u t  v a r i a b l e s ;  t h i s  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  c o m p u t a t i o n a l l y  
r e l e v a n t  p a r t  o f  t h e  s p e c i f i c a t i o n  a s  d e f i n e d  i n  [ 3 2 ] .  W e  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  s o l e l y  
f r o m  t h e  c o m p u t a t i o n a l l y  r e l e v a n t  p a r t  o f  t h e  s p e c i f i c a t i o n  ( i . e . ,  t h e  p o s t c o n d i t i o n ) .  
T h e  p r o g r a m s  w h i c h  w e  c o n s t r u c t  m a y  r e t u r n  I ,  b u t  t h i s  w i l l  o n l y  b e  f o r  v a l u e s  o f  
t h e  i n p u t  v a r i a b l e s  w h i c h  d o  n o t  s a t i s f y  t h e  p r e c o n d i t i o n .  T h e  p r e c o n d i t i o n  o f  t h e  
s p e c i f i c a t i o n  i s  t h e r e f o r e  r e p l a c e d  b y  T r u e  i n  o u r  a p p r o a c h  s o  t h a t  i t  c a n  b e  t r a n s -  
f o r m e d  a w a y  a n d  p r o g r a m s  a r e  t h e n  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  r e s u l t i n g  p o s t c o n d i t i o n .  
A s  a n  e x a m p l e ,  t h e  s p e c i f i c a t i o n  A N Y  y  :  n a t . ( e v e n  x )  +  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  
h a s  t h e  p r e c o n d i t i o n  ( e v e n  x )  a n d  t h e  p o s t c o n d i t i o n  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) .  I n  o u r  
a p p r o a c h ,  w e  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m  f r o m  t h e  p o s t c o n d i t i o n  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) .  
T h i s  p r o g r a m  m a y  r e t u r n  I .  H o w e v e r ,  i f  w e  a l s o  s h o w  t h a t  t h e  e x i s t e n t i a l  c o n -  
j e c t u r e  A L L  x . E X  y . ( e v e n  x )  +  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  i s  T r u e ,  t h e n  w e  k n o w  t h a t  
t h e  o r i g i n a l  s p e c i f i c a t i o n  i s  s a t i s f i a b l e ,  a n d  t h a t  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  w i l l  o n l y  
r e t u r n  I  f o r  v a l u e s  o f  t h e  i n p u t  v a r i a b l e  x  w h i c h  d o  n o t  s a t i s f y  t h e  p r e c o n d i t i o n  
( e v e n  x ) .  
5 . 3 . 3  C o n s t r u c t i o n  P r o c e s s  
P r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r o m  a n  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  i n  P o i t i n  i s  g u i d e d  b y  t h e  s t e p s  a s  
d e s c r i b e d  i n  F i g .  5 . 3 .  T h e s e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  s t e p s  e n s u r e  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  
p r o g r a m s  w h i c h  a r e  c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  
5 . 3 . 4  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  R u l e s  C  
T h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  f o r  a n  A N Y - q u a n t i f i e d  s p e c i f i c a t i o n  a r e  d e f i n e d  w i t h  
a  s e t  o f  r u l e s  C  b y  C u e ]  [ e l ]  p  4  a s  s h o w n  i n  F i g s  5 . 4  a n d  5 . 5 ,  w h e r e  t h e  e x p r e s s i o n  e  
i s  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  t h e  p o s t c o n d i t i o n  o f  t h e  s p e c i f i c a t i o n .  e l  i s  t h e  
e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  w h i c h  m a y  b e  a  v a r i a b l e  v  o r  a  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  c  e l  .  .  .  e n .  
T h e  e n v i r o n m e n t  p  i s  t h e  s e t  o f  t h e  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  f u n c t i o n  c a l l s ,  a n d  4  i s  
t h e  s e t  o f  i m p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
T h e  r u l e s  C  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  c a n  b e  e x p l a i n e d  a s  f o l l o w s .  I n  r u l e  ( C l ) ,  a  
v a r i a b l e  v  i s  e n c o u n t e r e d  w h i c h  m u s t  b e  a  B o o l e a n ,  a n d  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  a l s o  
a  v a r i a b l e .  I f  v  i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( a n d  t h e r e f o r e  i n  4 ) ,  t h e n  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  
I  i s  r e t u r n e d  a s  t h e  v a l u e  o f  v  c a n n o t  a l w a y s  b e  T r u e .  O t h e r w i s e ,  v  i s  i m p l i c i t l y  
e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  a n d  m u s t  b e  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s ,  s o  t h e  v a l u e  T r u e  i s  
r e t u r n e d  a s  t h e  o n l y  p o s s i b l e  v a l u e  o f  t h i s  w i t n e s s .  I n  r u l e  ( C 2 ) ,  w e  e n c o u n t e r  a  
v a r i a b l e  v  w h e r e  t h e  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  c  e l . .  .  e ,  i s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s .  I f  v  
i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( a n d  t h e r e f o r e  i n  4 )  ,  t h e n  t h e  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d  a s  t h e  v a l u e  
o f  v  c a n n o t  a l w a y s  b e  T r u e .  O t h e r w i s e ,  v  i s  i m p l i c i t l y  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d ,  s o  t h e  
1 .  C o n s t r u c t  a n  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  f r o m  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  s p e c i f i c a -  
t i o n .  L e t  A N Y  v  :  7 . e  b e  t h e  i n p u t  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n .  T h e n ,  t h e  r e s u l t i n g  
e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  w i l l  b e  A L L  v l  .  .  .  v n . E X  v . e  w h e r e  v l  .  .  .  v n  a r e  t h e  i m -  
p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  i n  e .  
2 .  C o n s t r u c t  a  p r o o f  o f  t h i s  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  u s i n g  P o i t i n  t o  v e r i f y  t h a t  t h e  
i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  i s  s a t i s f i a b l e .  
3 .  I f  t h e  c o n j e c t u r e  i s  p r o v e d ,  t h e n  f o l l o w  s t e p  4 .  O t h e r w i s e ,  r e t u r n  I  ( i . e . ,  t h e  
i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  i s  n o t  s a t i s f i a b l e ) .  
4 .  F o r  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  s a t i s f y i n g  f o r m  ( i )  ( § 5 . 3 . 2 ) ,  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m  f r o m  
t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  F o r  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  s a t i s f y i n g  f o r m  ( i i ) ,  f o l l o w  s t e p  
5 .  
5 .  C o n s t r u c t  a n  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  u s i n g  t h e  p r e c o n d i t i o n  w i t h i n  t h e  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n  b y  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f y i n g  a l l  o f  t h e  f r e e  v a r i a b l e s  w i t h i n  t h e  
p r e c o n d i t i o n .  
6 .  I f  t h e  p r o o f  o f  t h e  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  i s  T r u e ,  t h e n  c o n s t r u c t  a  n e w  p r o g r a m  
s p e c i f i c a t i o n  b y  r e p l a c i n g  t h e  p r e c o n d i t i o n  w i t h  T r u e  w i t h i n  t h e  o r i g i n a l  s p e c -  
i f i c a t i o n .  C o n s t r u c t  a  p r o g r a m  f r o m  t h i s  n e w  s p e c i f i c a t i o n .  O t h e r w i s e ,  r e t u r n  
I .  
F i g u r e  5 . 3 :  P r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  s t e p s  
a r g u m e n t s  e l  .  .  .  e n  a r e  f u r t h e r  c o n s t r u c t e d  s e p a r a t e l y  a n d  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  
g i v e n  b y  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  c o n s t r u c t o r  c  t o  t h e s e  c o n s t r u c t e d  a r g u m e n t s .  
I n  r u l e  ( C 3 ) ,  w e  e n c o u n t e r  t h e  v a l u e  T r u e  w h e r e  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  a  
v a r i a b l e .  T h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  c o n s t r u c t e d  u s i n g  a  n o n - r e c u r s i v e  c o n s t r u c t o r  
o f  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  t y p e .  I n  r u l e  ( C 4 ) ,  w e  e n c o u n t e r  t h e  v a l u e  T r u e  w h e r e  
t h e  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  c  e l  .  .  .  e n  i s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s .  T h e  a r g u m e n t s  
e l . .  .  e n  a r e  f u r t h e r  c o n s t r u c t e d  s e p a r a t e l y  a n d  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  g i v e n  b y  
t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  c o n s t r u c t o r  c  t o  t h e s e  c o n s t r u c t e d  a r g u m e n t s .  I n  r u l e  ( C 5 ) ,  
w e  e n c o u n t e r  t h e  v a l u e  F a l s e .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e r e  i s  n o  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s ,  s o  t h e  
u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d .  I n  r u l e  ( C 6 ) ,  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  e n c o u n t e r e d .  
T h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  f o r  t h i s  e x p r e s s i o n  i s  t h e r e f o r e  a l s o  I .  
I n  r u l e  ( C 7 ) ,  w e  e n c o u n t e r  a  c a s e  e x p r e s s i o n  w h e r e  t h e  r e d e x  m u s t  b e  a  v a r i a b l e  
=  T r u e ,  o t h e r w i s e  
C [ v ]  [ c  e l  .  .  .  e n ]  p  4  =  I ,  
i f v ~ +  
=  c  ( C [ v ]  f e l l ]  p  4 )  .  .  .  ( C [ v ]  [ e n ]  p  + ) ,  
o t h e r w i s e  
( C 2 )  
C [ T r u e l ]  [ v ]  p  4  =  C [ T r u e ]  [ ~ i  O i l .  .  .  v i k i ]  P  4  
w h e r e  v  i s  o f  t y p e  T  =  c l  7 1 1 . .  . 7 1 k ,  1 . .  .  1  c m  ~ ~ 1 . .  .  T m k ,  
a n d  3 i  E  { I . .  .  m ) . ~  @  { r i l  .  .  .  q k i )  
C [ c a s e  v  o f  p l  :  e l l  . . .  I p n  :  e n ]  [ e ]  p  4  
( C 7 )  
=  c a s e  v  o f  P l  :  ( C [ e l l ]  [ e ]  P  $ 1 )  1 . .  .  I  P n  :  ( C [ [ e n ]  [ e ]  p  4 n ) ,  
i f  v  E  4  
=  T f ( C U e l I l  U e b l  / v I I  P  4 )  U  .  -  
( C [ e n ]  U e [ p n / v ] ]  p  4 ) ]  { )  { ) ,  o t h e r w i s e  
w h e r e  
$ i  =  $  U  f  v ( ~ i )  
C [ l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v n . e o  i n  f  v l  .  .  .  v n ]  [ v ]  p  4  
=  l e t r e c  f  =  X v i  .  .  .  v i . e b  i n  f  v i  .  .  .  v i ,  
i f  3 x  E  { v l  .  .  .  v n ) . x  E  4  
-  
-  e b ,  o t h e r w i s e  
w h e r e  
eb =  c [ e o ]  [ v ]  ( P  U  { f  v l .  .  v n ) )  4  
{ v ; .  .  .  V L )  =  { v l  .  .  .  21,) n  4  
C u l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v n . e o  i n  f  v l  .  .  .  v n ]  [ C  e l . .  .  e k ]  p  4  
=  c  ( C u l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v n . e 0  i n  f  v l  .  .  .  v n ]  [ e l ]  p  4 ) .  .  .  
( C u l e t r e c  f  =  X v l  .  .  .  v n . e o  i n  f  v l  .  .  .  v n ]  [ e k ]  p  $ ) ,  
i f  3 %  E  { v l  .  .  .  v n ) . x  E  4  
=  C [ e o ]  [ C  e l  .  
e k ]  ( P  U  { f  v l  -  .  v n ) )  4 ,  
o t h e r w i s e  
F i g u r e  5 . 4 :  P r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C  
C [ f  e l  .  .  .  e n ]  [ [ v ]  p  +  
=  f  V: .  .  .  v L [ e l / v l  .  .  .  e n / v n ] ,  
( C l O )  
i f  3 x  E  { e l  .  .  .  e n ) . x  E  q5 
=  I ,  o t h e r w i s e  
w h e r e  ( f  v l  .  .  .  v , )  E  p . ( f  v l  .  .  .  v , )  I .  ( f  e l  .  .  .  e n )  
{ v :  .  .  .  v L )  =  { v 1  .  .  .  v , )  n  4  
C [ f  e l  . . .  e n ]  [ C  e i  . . .  e ; ]  p  +  
=  c  ( C U f  e l  
-  .  e n ]  [e:] P  4 )  .  .  
( C [ f  e l  .  .  .  e n ]  [ e ; ]  P  + ) ,  
i f  3 %  E  { e l  .  .  .  e n ) . x  E  +  
=  I ,  o t h e r w i s e  
F i g u r e  5 . 5 :  P r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C  ( C o n t i n u e d )  
a s  t h e  e x p r e s s i o n  i s  i n  d i s t i l l e d  f o r m .  I f  v  i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( a n d  t h e r e f o r e  i n  
+ ) ,  t h e n  i t  r e m a i n s  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n .  T h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  t h e n  
f u r t h e r  a p p l i e d  t o  t h e  b r a n c h e s  o f  t h e  c a s e  e x p r e s s i o n .  B e f o r e  t r a n s f o r m i n g  e a c h  
b r a n c h ,  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p a t t e r n  v a r i a b l e s  a r e  a d d e d  t o  +  a s  t h e y  a r e  a l s o  i m p l i c -  
i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d .  I f  v  i s  i m p l i c i t l y  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  ( a n d  t h e r e f o r e  
n o t  c o n t a i n e d  i n  + ) ,  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s e s  a r e  c o n s t r u c t e d  f o r  e a c h  o f  t h e  b r a n c h e s  
s e p a r a t e l y .  T h e s e  w i t n e s s e s  w i l l  b e  c o n s t r u c t e d  u s i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p a t t e r n s  
w h i c h  g i v e  t h e  v a l u e  o f  t h e  r e d e x  w i t h i n  t h e  b r a n c h .  T h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  f o r  
t h e  o v e r a l l  e x p r e s s i o n  i s  t h e n  g i v e n  b y  t h e  l e a s t  u p p e r  b o u n d  ( u )  o f  t h e s e  e x i s t e n t i a l  
w i t n e s s e s  f o r  e a c h  b r a n c h .  
I n  r u l e  ( C 8 ) ,  w e  e n c o u n t e r  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  w h e r e  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  
a  v a r i a b l e .  I f  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v n  w i t h i n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  
f  v l  .  .  .  v, i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  ( a n d  t h e r e f o r e  i n  + ) ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  
i s  s i m p l i f i e d  t o  b e  d e f i n e d  o v e r  t h e s e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  T h e  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  t h e n  f u r t h e r  a p p l i e d  t o  t h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n .  I f  t h e  
f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s ,  t h e n  a l l  
o f  t h e  v a r i a b l e s  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n  a r e  i m p l i c i t l y  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d .  I n  t h i s  
c a s e ,  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n  i s  r e m o v e d ,  a n d  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  t h e n  
f u r t h e r  a p p l i e d  t o  t h e  u n f o l d e d  f u n c t i o n  c a l l .  
T h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v n  
i s  a d d e d  t o  t h e  e n v i r o n m e n t  p  b e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  t o  
t h e  b o d y  o f  t h e  f u n c t i o n .  I n  r u l e  ( C 9 ) ,  w e  e n c o u n t e r  a  l e t r e c  e x p r e s s i o n  w h e r e  t h e  
c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  c  e l  .  .  .  e k  i s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s .  
I f  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  
v a r i a b l e s  v l  .  .  .  v ,  w i t h i n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v n  i s  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  
( a n d  t h e r e f o r e  i n  q 5 ) ,  t h e n  e a c h  o f  t h e  a r g u m e n t s  e l  .  .  .  e r ,  i s  f u r t h e r  c o n s t r u c t e d  
s e p a r a t e l y  a n d  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  g i v e n  b y  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  c o n s t r u c t o r  
c  t o  t h e s e  c o n s t r u c t e d  a r g u m e n t s .  I f  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v n  d o e s  n o t  
c o n t a i n  a n y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s ,  t h e n  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  
a p p l i e d  t o  t h e  f u n c t i o n  b o d y  t o  g i v e  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s .  T h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  
f  v l  .  .  .  v n  i s  a d d e d  t o  t h e  e n v i r o n m e n t  p  b e f o r e  a p p l y i n g  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
r u l e s  t o  t h e  f u n c t i o n  b o d y .  
I n  r u l e  ( C l O ) ,  w e  e n c o u n t e r  a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  c a l l  f  e l  .  .  .  e n  w h e r e  t h e  e x i s -  
t e n t i a l  w i t n e s s  i s  a  v a r i a b l e .  I f  t h e r e  i s  a  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v n  i n  p  s u c h  
t h a t  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  f  e l . .  .  e n  i s  a n  i n s t a n c e  o f  f  v l  .  .  .  v , ,  a n d  a t  l e a s t  o n e  o f  
t h e  a r g u m e n t s  e l  .  .  .  e n  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  i s  a  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  ( a n d  
t h e r e f o r e  i n  q 5 ) ,  t h e n  t h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  i s  s i m p l i f i e d  t o  b e  d e f i n e d  o v e r  t h e  
a r g u m e n t s  o f  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  
w i t h i n  t h e  i n i t i a l  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f  v l  .  .  .  v , .  I f ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  f u n c t i o n  
a p p l i c a t i o n  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  u n i v e r s a l  v a r i a b l e s ,  t h e n  a l l  o f  t h e  v a r i a b l e s  a r e  
i m p l i c i t l y  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d ,  s o  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  I  i s  r e t u r n e d  a s  t h e  s e a r c h  
s p a c e  o f  t h e s e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  h a s  b e e n  e x h a u s t e d .  I n  r u l e  ( C l l ) ,  w e  e n c o u n t e r  
a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  c a l l  f  e l  .  .  .  e n  w h e r e  t h e  c o n s t r u c t o r  a p p l i c a t i o n  c  e i  .  .  .  e i  i s  
t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s .  I f  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  a r g u m e n t s  e l  .  .  .  e n  i n  t h e  r e c u r s i v e  c a l l  
i s  a  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  ( a n d  t h e r e f o r e  i n  q 5 ) ,  t h e n  e a c h  o f  t h e  a r g u m e n t s  
e i  .  .  .  e k  i s  c o n s t r u c t e d  s e p a r a t e l y  a n d  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  i s  g i v e n  b y  t h e  a p p l i -  
c a t i o n  o f  t h e  c o n s t r u c t o r  c  t o  t h e s e  c o n s t r u c t e d  a r g u m e n t s .  I f ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  
t h e  r e c u r s i v e  c a l l  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  u n i v e r s a l  v a r i a b l e s ,  t h e n  t h e  u n d e f i n e d  v a l u e  
I  i s  r e t u r n e d .  
5 . 4  E x a m p l e s  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  g i v e  t w o  e x a m p l e s  o f  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t o  d e m o n s t r a t e  h o w  
t h e  r u l e s  C  c a n  b e  u s e d  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  p r o g r a m s .  
E x a m p l e  1 2  
C o n s i d e r  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 2 . 1 ) ,  w h i c h  r e q u i r e s  t h e  c o n s t r u c t i o n  o f  a  n a t u r a l  
n u m b e r  y  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  n a t u r a l  n u m b e r  x ,  e i t h e r  t h e  d o u b l e  o f  y  i s  e q u a l  t o  x ,  
o r  t h e  s u c c e s s o r  o f  t h e  d o u b l e  o f  y  i s  e q u a l  t o  x .  F o r  e v e n  v a l u e s  o f  x ,  t h e  c o n s t r u c t e d  
p r o g r a m  s h o u l d  c o m p u t e  t h e  v a l u e  o f  y  a s  h a l f  o f  x .  F o r  o d d  v a l u e s  o f  x ,  t h e  v a l u e  
o f  y  s h o u l d  b e  c o m p u t e d  a s  h a l f  o f  t h e  p r e d e c e s s o r  o f  x .  
A N Y  y  :  n a t . o r  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  ( e q n u m  ( S u c c  ( d o u b l e  y ) )  x )  
( 1 2 . 1 )  
T h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r o m  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 2 . 1 )  i s  g u i d e d  b y  t h e  c o n s t r u c t i o n  
s t e p s  a s  s h o w n  i n  F i g .  5 . 3 .  S t e p  1  g e n e r a t e s  a  t h e o r e m  p r o v i n g  c o n j e c t u r e  s t a t i n g  
t h e  s a t i s f i a b i l i t y  o f  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 2 . 1 ) ,  w h i c h  i s  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 2 . 2 ) .  
A L L  x . E X  y . o r  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  ( e q n u m  ( S u c c  ( d o u b l e  y ) )  x )  ( 1 2 . 2 )  
T h e  f u n c t i o n  e q n u m  i s  d e f i n e d  i n  5 2 . 5 . 3  a n d  d o u b l e  i s  d e f i n e d  i n  A p p e n d i x  A . 1 .  
T h e s e  d e f i n i t i o n s  a r e  u s e d  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  o r  a n d  l u b  
( u -  l e a s t  u p p e r  b o u n d -  i n  t h i s  c a s e  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s ) .  
o r  =  X x . X y . c a s e  x  o f  
D u e  :  T r u e  
(  F a l s e  :  y  
l u b  =  X x . X y . c a s e  x  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
1  S u c c  x '  :  S u c c  x '  
I 1  : Y  
P o i t i n  p r o v e s  c o n j e c t u r e  ( 1 2 . 2 ) -  t h e  d e t a i l s  o f  t h i s  p r o o f  a r e  n o t  g i v e n  h e r e .  
T h i s  e n s u r e s  t h a t  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 2 . 1 )  i s  s a t i s f i a b l e .  R u l e  ( 7 4 )  ( F i g .  5 . 2 )  t h e r e f o r e  
a p p l i e s  t h e  r u l e s  C  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  p r e - p r o c e s s i n g  t h e  d i s t i l l e d  
e x p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 2 . 1 )  a s  s h o w n  b e l o w .  
C [  l e t r e c  f O  =  X y . X x . c a s e  y  o f  
( b y  7 4 )  
Z e r o  :  c a s e  x  o f  
Z e r o  : T r u e  
I  S U C C  x '  :  c a s e  x' o f  
Z e r o  : T h e  
I  S u c c  x u  :  F a l s e  
I  S u c c  y '  :  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S u c c  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
(  S u c c  x "  :  f 0  y' x "  
D u r i n g  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h c  r u l e s  C  i n  t h e  a b o v e  t e r m ,  r u l e  C 8  s i m p l i f i e s  t h c  
l e t r e c  e x p r e s s i o n .  T h e  f u n c t i o n  a p p l i c a t i o n  f O  g /  x  i s  s i m p l i f i e d  t o  b e  d e f i n e d  
o v e r  t h c  u n i v e r s a I 1 y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  x  a s  f  0  a :  w h ~ r e  t h e  i m p l i c i t l y  e x i s t e n t i a l l y  
q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  y  i s  r e m o v e d .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  d a  C  t o  t h e  u n f o l d e d  
f u n c t i o n  c a l l  p r o c e e d s  a z  s h o w n  b e l o w .  
l e t  r e c  
f O  =  X s . C [ [ c a s e  y  o f  
Z e r o  .o c a s e  x  o f  
Z e r o  :  h e  
1  S U C C  x r :  c a s e  x K  o f  
Z e m  :  T h e  
1, S u c c  XI' :  F a k e  
1  S u m  PJ' :  c a s e  z  o f  
Z e m  :  F a l s e  
[  S u c c  x' :  c a s e  s t  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S z d c c  x "  :  j o  y '  s t ' !  [ g ]  ( f 0  y  x )  ( 2 )  
i n  f O  z  
=  l e t r e c  ( b y  C 7 3  
f O  =  h x . n [ C [ c a s e  x  o f  
Z e r o  :  n u e  
I  S U C C  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  P u e  
(  S u c c  x "  :  F a l s e ]  [ Z e r o ]  { f O  y  3 )  { x } )  
U  ( C I  c a s e  x  o f  
Z e r o  : F a l s e  
(  S u c c  z' :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  s a c c  x "  :  f 0  y '  x " ]  [ S u c c  y ' ]  { f O  y  x }  { x ) ) ]  { }  { }  
=  l e t r e c  
f 0  =  A x . T [ ( c a s e  a  o f  
&?TO :  ~ [ X T U ~ ]  [ Z ~ T O ] ~  {  f  0  X )  ( x )  
I  S U C C  x 1  :  C [ c a s e  s t  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  x "  :  F a b e ]  [ Z e ~ o ]  { f U  y  $ 1  ( x ,  x ' ) )  
U  ( C I c a s e  x  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  x' :  c a s e  x i  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  x u  :  f O  ~ " ' q  [ S U C C  Y'] { f O  8 ,  x )  { s ) ) ]  { )  { )  
i n  f 0  x  
=  l e t r e c  ( b y  C 4 1 C 7 )  
j U  =  X s . T [ ( c a s e  a  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
1  S U C C  x 1  :  c a s e  x 1  o f  
Z e r o  : C [ T r u e ] E Q Z e r o ]  { f O  g x } { x , x r )  
I  S u c c  x t '  :  C [ F a l s e ]  [ Z e r o ]  { f O  y  x )  ( x ,  x ' ,  x u ) )  
u  ( C [  c a s e  s  o f  
Z e r o  :  F a k e  
I  S u c c  x' :  c a s e  x 1  o f  
Z e m  r o  F u b e  
I  S U E  :  1 0  g r  [ S U C C  3" { ( f o  $ 1  { X I ) ~  { )  o  
( b y  C 4 , C 5 , C 7 , C 5 , C 7 , C 5 )  
=  l e t r e c  
f V  =  X % . T [ ( c a s e  s o f  
Z e r o  :  Z e r o  
I  S u c c  x '  :  c a s e  s t  o f  
Z e r o  . o  Z e r o  
1  s u c c  x i '  :  I  )  
U  ( c a s e  x  o f  
Z e m  :  1  
I  S u c c  x '  :  c a s e  x' o f  
Z e m  :  I  
1  S u c c  2 "  :  
c v o  y t  s t f ~  s u c c  { f o  s )  { x , x ~ ,  X # ) ) I  { I  { I  
=  l e t r e c  
f O  =  X x . T I [ ( c a s e  x  o f  
Z e r o  :  Z w e  
I  S U C C  x '  :  c a s e  5 '  o f  
Z e m  : Z e r o  
I  S u c c  x ' "  :  l  1  
U  (  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  I  
I  S U C C  x' :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  I  
1  S ~ L C C  2 "  :  
S U C C  I C I I F O  91' x l ' n  n 8 ' 1  { f O  ? /  $ 1  { a ,  x l , x ' " l ) l  0  C )  
=  l e t r e c  
f O  =  A x . T [ ( c a s e  x  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
1  S u c c  x' :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  Z e r o  
1  S u c c  x "  :  1  )  
U  ( c a s e  x  o f  
Z e r o  :  I  
I  S u c c  x '  :  c a s e  x' o f  
Z e r o  : I  
I  S u c c  x "  :  S u c c  ( f O  a " ) ) ]  { }  { }  
i n  f 0  x  
=  l e t r e c  f  0  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
1  S u c c  x' :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  Z e r o  
I  S u c c  x "  :  S u c c  ( f 0  x " )  
i n  f O  x  
T h i s  p r o g r a m  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  u s i n g  d i s t i l l a t i o n ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  s a m e  
o u t p u t  p r o g r a m .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  c o m p u t e s  a n  o u t p u t  f o r  e a c h  v a l u e  o f  
t h e  i n p u t  v a r i a b l e  x .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  i s  t o t a l l y  c o r r e c t ,  a n d  i t  s a t i s f i e s  t h e  
i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  a s  r e q u i r e d .  
E x a m p l e  1 3  
C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 3 . 1 ) ,  w h i c h  r e q u i r e s  t h e  c o n s t r u c t i o n  
o f  a  n a t u r a l  n u m b e r  x  s u c h  t h a t  f o r  e v e r y  v a l u e  o f  t h e  n a t u r a l  n u m b e r s  x  a n d  y ,  i f  
x  <  y ,  t h e n  t h e  s u m  o f  x  a n d  x  i s  e q u a l  t o  y .  
A N Y  x  :  n a t . i m p l i e s  ( l e s s  x  y )  ( e q n u m  ( p l u s  x  x )  y )  
( 1 3 . 1 )  
I n  s t e p  1  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s  ( F i g .  5 . 3 ) ,  t h e  f o l l o w i n g  e x i s t e n t i a l  c o n j e c -  
t u r e  i s  g e n e r a t e d  f r o m  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 3 . 1 ) .  
A L L  % . A L L  y . E X  x . i m p l i e s  ( l e s s  x  y )  ( e q n u m  ( p l u s  x  z )  y )  
( 1 3 . 2 )  
T h e  f u n c t i o n s  e q n u m  a n d  p l u s  u s e d  w i t h i n  t h e  s p e c i f i c a t i o n  h a v e  t h e  s a m e  d e f i -  
n i t i o n s  a s  g i v e n  i n  C h a p t e r  2 .  T h e  f u n c t i o n s  i m p l i e s  a n d  l e s s  a r e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s .  
i m p l i e s  =  X x . X y .  c a s e  x o f  
D u e  :  y  
I  F a l s e  :  D u e  
l e s s  =  X x . X y .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  y '  :  D u e  
(  S u c c  x' :  c a s e  y  o f  
Z e r o  : F a l s e  
I  S u c c  y '  :  l e s s  x' y '  
P o i t i n  p r o v e s  c o n j e c t u r e  ( 1 3 . 2 ) -  t h e  d e t a i l s  o f  t h i s  p r o o f  a r e  n o t  g i v e n  h e r e .  
S p e c i f i c a t i o n  ( 1 3 . 1 )  i s  t h e r e f o r e  a  s a t i s f i a b l e  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n ,  w h i c h  i s  o f  f o r m  
( i i )  a s  d e f i n e d  i n  s 5 . 3 . 2 .  T h e  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  E X  x . E X  y  . l e s s  x y  i s  c o n s t r u c t e d  
f r o m  t h e  p r e c o n d i t i o n  l e s s  x y  o f  s p e c i f i c a t i o n  ( 1 3 . 1 )  a c c o r d i n g  t o  s t e p  5  o f  t h e  
c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s  ( F i g .  5 . 3 ) .  P o i t i n  p r o v e s  t h i s  c o n j e c t u r e .  A  n e w  s p e c i f i c a t i o n  
i s  t h e r e f o r e  c o n s t r u c t e d  b y  r e p l a c i n g  t h e  p r e c o n d i t i o n  l e s s  x  y  w i t h  D u e  i n  s t e p  6  
o f  t h e  c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 3 . 3 ) .  
i m p l i e s  ( T r u e )  ( e q n u m  ( p l u s  x z )  y )  
( 1 3 . 3 )  
R u l e  ( 7 4 )  a p p l i e s  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C  t o  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b -  
t a i n e d  f r o m  t h e  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  
( 1 3 . 3 )  a s  s h o w n  b e l o w .  
ClZetrec 
fO = Xx.Xz.Xg. case e of 
e m  : case e of 
Zem : caw y of 
Zero : P u s  
I sum v' : Wlsc 
I S ~ t m  x' : case y of 
Zero : False 
I Sum y' : letrec 
JP = A4'.Xy1. case a' bF 
Zero : case y' of 
Zero : W e  
1 Srrcc y" : False 
I Stim r" : m e  y' of 
Zero : Pd8e 
1 Succ y" : I1 2" y" 
I Sam x' : case y of 
Zero : Fdae 
I &IEC vJ : to  X' J y' 
h f a  ~2 11 131 { I  { x , v )  
The details of the construction stcps is out of scope because of larger expression 
size, Finally, we obtain the following program by applying the program construction 
rules C. 
letrec 
fQ = Xs.Xy. case x of 
Zero : case 3 of 
Zen, : Zero 
I Sacc yt : SVLCC ( letrec 
f 1 = Xy'. case y' of 
Zem : zero 
I Succ ?I" : succ (fl y") 
in fl g r )  
I Succ x' : case of 
Zero : L 
1 SUCC 3' : fO xh' 
info z 8 
The constructed program computes the existential witness x as a function of 
the univcrsdly quantified mriablm x and y. For s 5 y, it returns y - x ;  and for 
x  >  y ,  i t  r e t u r n s  I  ( B o t t o m ) .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  t h e r e f o r e  s a t i s f i e s  t h e  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n .  
5 . 5  P r o o f  o f  C o r r e c t n e s s  
T h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  o f  P o i t i n  c o n s t r u c t s  e x e c u t a b l e  f u n c t i o n a l  p r o -  
g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  e x t r a c t s  a  p r o g r a m  f r o m  
t h e  p r o o f  o f  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  
I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h a t  f o r  e v e r y  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n  w h i c h  i s  f o u n d  t o  b e  
s a t i s f i a b l e ,  t h e  p r o g r a m s  c o n s t r u c t e d  b y  o u r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  a r e  c o r r e c t  
w i t h  r e s p e c t  t o  o r i g i n a l  s p e c i f i c a t i o n s ,  w e  n e e d  t o  s h o w  t h e  f o l l o w i n g :  
1 .  C b o s t ]  [ e l  p  { v l  .  .  .  v n )  =  e [ e l / v i ,  .  .  .  ,  e k / v L ]  
+  T [ A L L  v l  .  .  .  v n . p o s t [ e l / v k ,  .  .  .  ,  e k / v L ] ]  { )  { )  =  T r u e  
2 .  ( a )  f o r  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  f o r m  A N Y  v  :  r . p r e  +  p o s t :  
C b o s t ]  [ e l  p  { v l  .  .  .  v , )  =  I  
A  T I A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . p r e  +  p o s t ]  { )  { )  =  T r u e  
+  T [ A L L  v l  . . .  v , . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  f o r  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  f o r m  A N Y  v  :  r . p o s t :  
C b o s t ]  [ e ]  p  { v l  .  .  .  v , )  =  I  
+  T I A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . p o s t ]  { )  { )  =  
I  
I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  u s i n g  t h e  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C  f r o m  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  f o r m  A N Y  v  :   p o s t ,  w e  n e e d  t o  
s h o w  ( 1 )  a n d  2 ( b ) ,  a n d  f r o m  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  f o r m  A N Y  v  :  . r . p r e  + -  p o s t ,  w e  
n e e d  t o  s h o w  ( 1 )  a n d  2 ( a ) .  
P r o o f .  
T h e  p r o o f  o f  t h i s  i s  b y  r e c u r s i o n  i n d u c t i o n  o n  t h e  p r o o f  r u l e s  C .  
B a s e  C a s e s  
C a s e  f o r  R u l e  C 1 :  
I f  v  E  0 :  
C [ v ]  [ v ' ]  p  { V l  .  .  .  v , )  = I  
2 .  ( a )  ? ' - [ A L L  v l .  .  .  v n . E X  v l . v i ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( A l ) )  
T I A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v l . p r e  + -  v i ]  { )  { )  =  T r u e  ( b y  a s s u m p t i o n )  
+ -  T [ A L L  v l  . . .  v , . E X  v l . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  T I A L L  ~ 1 . .  .  v , . E X  v l . v i ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( 4 )  
I f  v  $! 4 :  
1 .  C [ v ]  [ v ]  p  { v l  .  .  .  v , )  =  v [ T r u e / v ]  
T I A L L  v l  .  .  .  v n . ~ [ T r u e / ~ ] ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  ( A 2 ) )  
C a s e  f o r  R u l e  C 2 :  
I f  u  E  4 :  
C [ v ]  [ C  e l  .  .  .  e n ]  p  { v l  .  .  .  v , )  = I  
2 .  ( a )  T [ A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v l . v i ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( w )  
T I A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v l . ~ r e  +  v i ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  a s s u m p t i o n )  
+  T I A L L  v l  . . .  v , . E X  v l . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  T I A L L  v ~ . . . v ~ . E X  v l . v i ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( 4 )  
I f  v  $ i  4 :  
1 .  
C [ v i ]  [ C  e l . .  .  e n ]  p  { v l  .  .  .  v , )  =  c  e l  .  .  .  e , [ T r u e / v ;  .  .  .  T r u e l v k ]  
( b y  ( C l ) )  
T [ A L L  v l  .  .  .  v , . v : [ T r u e / v i  .  .  .  T r u e l v i ] ]  { )  { }  =  T r u e  
( b y  ( A 2 ) )  
C a s e  f o r  R u l e  C 3 :  
1 .  
C [ T r u e ]  [ v ]  p  { v l  .  .  .  v n )  =  v [ ( c i  V i l  .  .  .  v i k i ) / v ]  
T I A L L  v l  .  .  .  v n . T r u e [ ( c i  v i l  .  .  .  v i k i ) / v ] ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  ( 4 )  
C a s e  f o r  R u l e  C 4 :  
1 .  C [ T r u e ]  [ c  e l  .  .  .  e n ]  p  { v l  .  .  .  v , }  =  ( c  e l  .  .  .  e , ) [ e ; / v ; .  .  .  e L / v k ]  
T I A L L  v l  .  .  .  v , . T r u e [ e ' , / u i .  .  .  e i / v b ] ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  
C a s e  f o r  R u l e  C 5 :  
C [ F a l s e ]  [ e ]  p  { v l  .  .  .  v , )  = I  
2 .  ( a )  T [ A L L  v l . .  .  v , . E X  v . F a l s e ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( & 3 ) )  
T [ A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . p r e  +  F a l s e ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  a s s u m p t i o n )  
+  T [ A L L  v l . .  . v , . E X  v . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  T I A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . F a l s e ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( f 3 ) )  
C a s e  f o r  R u l e  C 6 :  
C [ I ]  [ e ]  p  { v l  .  .  .  v , )  = I  
2 .  ( a )  T [ A L L v l  . . .  v n . E X v . l ]  { )  { )  =  I  ( b y  ( E 4 ) )  
T [ [ A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . p r e  +  I ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  a s s u m p t i o n )  
+  T I A L L  v l  . . .  v , . E X  v . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  T [ A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v .  I ]  { )  { }  =  I  ( b y  ( 8 4 ) )  
C a s e  f o r  R u l e  C 1 0 :  
I f  3 x  E  { e l . .  .  e m ) . x  E  { u l  .  .  .  v , ) :  
1 .  C [ f  e l  . . .  e m ]  [ v ]  p { v  l . . . v n } = v [ f  e i  . . .  e k l v ]  
T [ A L L  v l  .  .  .  v , . ( f  v l  .  .  .  v m [ f  e ' ,  .  .  .  e k l v ] ) ]  { )  { }  =  T r u e  
( b y  ( A 7 ) )  
If $ x  E  { e l . .  .  e m ) . x  E  { v l  .  .  .  v , ) :  
CV e l  .  .  .  e m ]  [ v ]  p  { v l  .  .  .  v , )  = I  
2 .  ( a )  
T [ E X  v i  .  .  .  v i .  f  e l  .  .  .  e m ]  { )  { )  =  I  
( b y  ( E 7 ) )  
T [ E X  v i  .  .  .  v i . p r e  +  f  v l  .  .  .  v m ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  a s s u m p t i o n )  
+  T I E X  v i  .  .  .  v ; . ~ r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  
T [ E X  v i  .  .  .  u ; .  f  e l . .  .  e m ]  { )  { )  =  I  
( b y  ( 8 7 ) )  
C a s e  f o r  R u l e  C 1 1 :  
I f  3 x  E  { e l  .  .  .  e m ) . x  E  { v l  .  .  .  v , ) :  
1 .  C [ f  e l  .  .  .  e m ]  [ C  e i  .  .  .  e ; ]  p  { v l  .  .  .  v , )  =  ( c  e i  .  .  .  e i ) [ e y / v i .  .  e i l v ; ]  
T I A L L  v l  .  .  .  v n . ( f  e l  .  .  .  e m [ e y / v i .  . .  e i l v ; ] ) ]  { }  { )  =  T r u e  
( b y  ( A 7 ) )  
I f  a x  E  { e l . .  .  e m ) . x  E  { v l  .  .  .  v , ) :  
C V  e l . .  . e m ]  [ C  e i  .  .  .  e i ]  p  { v l  .  .  . v , )  = I  
2 .  ( a )  
T [ E X  v i  .  .  .  v ; .  f  e l  .  .  .  e m ]  { )  { }  =  I  
( b y  ( 8 7 ) )  
T [ E X  v i  .  .  .  v i . p r e  = +  f  e l  .  .  .  e m ]  { )  { )  =  T r u e  
( b y  a s s u m p t i o n )  
+  T [ E X  v i  .  .  .  v i . p r e ]  { )  { }  =  I  
( b )  
T [ E X  v i  .  .  .  v ; .  f  e l . .  .  e m ]  { )  { )  =  I  
( b y  ( E 7 ) )  
I n d u c t i v e  c a s e s  
C a s e  f o r  R u l e  C 7 :  
If v  E  4 :  
C u c a s e  v  o f  p l  :  e l  I  .  .  .  I  p ,  :  e n ]  [ e ]  p  q5 
=  c a s e  v  o f  p i  :  ( C l [ e l ]  [ e ]  p  4 1 )  1  .  .  .  I  p n  :  ( C u e n ]  1. p  4 n )  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s ,  Q i  E  ( 1  .  .  .  n } :  
1 .  C [ e i ]  Be] p  { v l  .  .  .  v n }  =  e [ e : / v ;  .  .  .  e k l v ; ]  
+  T I A L L  v l  .  .  .  v , . e i [ e ' , / v ;  .  .  .  e i / v ; ] ]  { }  { }  =  T r u e  
2 .  ( a )  C [ e i ]  [ e ]  p  ( ~ 1 . .  .  v n )  =  
I  
A  T I A L L  v l . .  . v , . E X  v . p r e  +  e i ]  { )  { )  =  T r u e  
+  T U A L L  v l  .  .  .  v , . p r e l )  { }  { }  =  I  
( b )  T I A L L  v l  . . .  v , . E X  v . e i ]  { }  { }  =  I  
If 3 i  E  ( 1  .  .  .  n } . C [ e i ]  I [ e ]  p  4  # I ,  t h e n  b y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
1 .  
C [ e i ]  [ e ]  p  { v l  .  .  .  v , }  =  e [ e i / v ;  .  .  .  e ; / v k ]  
+  T I A L L  v l  .  .  .  v , . e i [ e i / v i  .  .  .  e ; / v i ] ]  { }  { }  =  T r u e  
2 .  ( a )  
T U A L L  v l . .  .  v , . E X  v . p r e  *  c a s e  v  o f  p l  :  e l  I  .  .  .  1  p ,  :  e n ]  { }  { }  
=  T r u e  ( b y  a s s u m p t i o n )  
+  T U A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . p r e ]  { )  { }  =  I  
( b )  
T U A L L  v l  .  .  .  v , . E X  v . c a s e  v  o f  p l  :  e l  I  .  .  .  I  p ,  :  e n ]  { )  { }  =  I  
( b y  a s s u m p t i o n )  
C a s e  f o r  R u l e  C 8 :  
If 3 x  E  { v l  .  .  .  v , } . x  E  { v ;  .  .  .  v i } :  
C u l e t r e c  f  =  A w l  .  .  .  v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  v,] [ v ]  p  { v ;  .  .  .  v i }  
=  l e t r e c  f  =  A v y  .  .  .  v i . e b  i n  f  v y  .  .  .  v i  
w h e r e  
eb =  C [ e o ]  [ v ]  ( p  U  {  f  v l  .  .  .  v , ) )  { v i  .  .  .  v ; )  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
1 .  C [ e o ]  [ e ]  p  { v i  .  .  .  v k )  =  e [ e y / v y  .  .  .  e E / v [ ]  
+  T I A L L  v i  .  .  .  v k . e o [ e y / v y .  .  e i / v L ] ]  { )  { )  =  T r u e  
2 .  ( a )  C [ [ e o l J  [ e l  p  { v ;  .  .  .  v ; )  =  I  
A  T I A L L  v i  .  .  .  v ; . E X  v . p r e  +  e o n  { )  { }  =  T r u e  
+  T [ A L L  v i  .  .  .  v k . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  C [ e o ]  [ [ e l  p  { v i  .  .  .  v k }  =  I  
+  T [ A L L  v i  .  .  .  v ; . E X  v . e o ]  { )  { )  =  I  
I f  $ x  E  { v l  .  .  .  v m ) . x  E  { v ' l  .  .  .  v k ) :  
C u l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v m . e o  i n  f  v l  .  .  .  u r n ]  [ v ]  p  { v i  .  .  . v k )  =  e b  
w h e r e  
e b  =  C [ e o ]  [ v ]  ( p  U  { f  v l  .  .  .  v , ) )  { v i  .  .  .  v ; )  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  
1 .  C [ e o ]  [ e ]  p  { v i  .  .  . v k )  =  e [ e y / v y  .  .  .  e i / v [ ]  
+  T I A L L  v i  .  .  .  v 6 . e o [ e y / v y .  . .  e E / v L ] ]  { )  { )  =  T r u e  
2 .  ( a )  C u e o ]  [ e l  p  { v i  .  .  .  v k )  =  I  
A  T I A L L  v ;  .  .  .  v ; . E X  v . p r e  +  e o n  { )  { }  =  T r u e  
+  T I A L L  v i .  . . ~ L . ~ r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  C u e o ]  [ e ]  p  { v i  .  .  .  v k )  =  I  
+  T I A L L  V :  .  .  .  v k . E X  v . e o ]  { )  { )  =  
I  
C a s e  f o r  R u l e  C 9 :  
I f  3 2  E  { v l . .  v m ) . x  E  { ~ i  .  . .  v ; } :  
C u l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v m . e o  i n  f  v l  .  .  .  v m ]  [ C  e i  .  .  .  e l . ]  p  { v i  .  .  .  v k }  
=  ( c  e i  .  .  .  e i ) [ ( C [ l e t r e c  f =  X u l  .  .  .  v m . e o  i n  f  v l  .  .  .  u r n ]  [ e l ]  p  { v :  .  .  .  v k ) / v ~ ) ]  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s ,  Q i  E  ( 1 . .  - 1 ) :  
1 .  C u l e t r e c  f  =  X u l . .  .  v m . e o  i n  f  v l  .  .  .  v m ]  [ e / ]  p  { v i  .  .  .  v ; )  =  e [ e y / v y . .  .  e ; / v L ]  
+  T I A L L  v i  .  .  .  v ; . l e t r e c  f  =  X u l  .  .  .  v , . e o  i n  f  v l  .  .  .  v , [ e y / v y  .  .  .  e g / v ; ] ]  { )  { }  
=  T r u e  
B y  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s :  V i  E  ( 1 . .  .  I ) :  
1 .  C l [ e o ]  [ e i ]  p  { v i  .  .  .  v h )  =  e [ e y / v y  .  .  .  e t / v i ]  
+ -  T I A L L  v i  .  .  .  v ; . e o [ e y / v y .  .  .  e i / v i ] ]  { )  { )  =  T r u e  
2 .  ( a )  C [ e o ]  [ e i ]  p  { v ' ,  .  .  .  v ; )  =  
I  
A  T I A L L  v ; .  .  . & . E X  v . p r e  +  e o n  { )  { )  =  T r u e  
+ -  T [ A L L  v ; . .  . v ; . p r e ]  { )  { )  =  I  
( b )  C [ e o ]  [ e i ]  p  { v :  .  .  .  v k )  =  
I  
+  T [ A L L  v ' ,  .  .  . v ; . E X  v . e o l )  { )  { )  =  I  
5 . 6  C o n c l u s i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  a  n o v e l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  h a s  b e e n  p r e s e n t e d  w h i c h  
c a n  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  c o r r e c t  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  W e  h a v e  
e x t e n d e d  o u r  l a n g u a g e  a n d  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  t o  h a n d l e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  w i t h  
A N Y - q u a n t i f i c a t i o n .  U n s a t i s f i a b l e  s p e c i f i c a t i o n s  a r e  r e j e c t e d  d u r i n g  t h e  c o n s t r u c -  
t i o n  p r o c e s s  i f  w e  a r e  u n a b l e  t o  p r o v e  t h e  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e s  g e n e r a t e d  f r o m  t h e  
i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  W e  h a v e  t h e n  s h o w n  h o w  a  c o r r e c t  p r o g r a m  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  
b y  r e m o v i n g  t h e  p r e c o n d i t i o n  f r o m  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  
W e  h a v e  f o r m a l l y  d e f i n e d  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C  w h i c h  c a n  b e  u s e d  
t o  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  f r o m  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  r u l e s  h a s  b e e n  
d e m o n s t r a t e d  w i t h  t w o  e x a m p l e s .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  i s  e x e c u t a b l e  i n  t h e  
s o u r c e  l a n g u a g e .  T h e  e x a m p l e s  s h o w  t h a t  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m s  a r e  e f f i c i e n t  
a n d  c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  W e  h a v e  i m p l e m e n t e d  t h i s  
p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e  a n d  a d d e d  i t  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  
C h a p t e r  6  
I m p l e m e n t a t i o n  a n d  R e s u l t s  
6 . 1  I n t r o d u c t i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  b r i e f l y  o v e r v i e w  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n ,  
a n d  p r e s e n t  s o m e  r e s u l t s  o f  o u r  r e s e a r c h .  T h e  t h e o r e m  p r o v e r  i s  i m p l e m e n t e d  u s i n g  
t h e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e  S t a n d a r d  ML o f  New J e r s e y  v 1 1 0 . 6 0 .  T h e  
s t r o n g  t y p e  s y s t e m  o f  S t a n d a r d  ML a l l o w s  t h e  d e f i n i t i o n  o f  a p p r o p r i a t e  d a t a  t y p e s  
t o  r e p r e s e n t  i n p u t  c o n j e c t u r e s  a n d  s p e c i f i c a t i o n s  a s  d a t a  o b j e c t s  o f  t h e s e  t y p e s .  
T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r  c o n s i s t s  o f  t h r e e  m a i n  m o d u l e s :  
T o p l e v e l ,  A T P  a n d  D i s t i l l .  T h e  T o p l e v e l  m o d u l e  i m p l e m e n t s  t h e  m a i n  i n t e r f a c e  
t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r ,  w h i c h  c o n s i s t s  o f  s e v e r a l  m e n u  o p t i o n s .  T h e  A T P  m o d u l e  
i m p l e m e n t s  t h e  d a t a  t y p e s  t o  e x p r e s s  i n p u t  c o n j e c t u r e s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s ,  
a n d  i m p l e m e n t s  f u n c t i o n s  t h a t  o p e r a t e  o n  t h e s e  e x p r e s s i o n s .  T h e  m o d u l e  D i s t i l l  
i s  t h e  m a i n  m o d u l e  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r ,  w h i c h  i m p l e m e n t s  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  
f o r  q u a n t i f i c a t i o n ,  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n ,  a n d  t h e  p r o o f  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
r u l e s .  
6 . 2  P o i t i n :  a  P r o t o t y p e  V e r s i o n  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  p r e s e n t  t h e  d a t a  t y p e s  a n d  m a i n  f u n c t i o n s  o f  e a c h  m o d u l e  o f  
t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  T h e  T o p l e v e l  m o d u l e  a n d  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s -  
f o r m e r  w e r e  i m p l e m e n t e d  j o i n t l y  b y  m y s e l f  a n d  m y  s u p e r v i s o r  G e o f f  H a m i l t o n .  I  
h a v e  i m p r o v e d  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  e m b e d d i n g  d e t e c t i o n  a l g o r i t h m  a n d  t h e  
g e n e r a l i z a t i o n  t e c h n i q u e s  o f  d i s t i l l a t i o n .  I n  a d d i t i o n ,  I  h a v e  i m p l e m e n t e d  t h e  p r e -  
p r o c e s s i n g  p h a s e ,  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  f o r  q u a n t i f i e r s ,  t h e  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  
p r o o f  r u l e s ,  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  s t e p s ,  a n d  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s .  
6 . 2 . 1  M o d u l e  T o p l e v e l  
T h e  T o p l e v e l  m o d u l e  c o n s i s t s  o f  t h e  f u n c t i o n  t o p l e v e l  w h i c h  i m p l e m e n t s  t h e  i n -  
t e r f a c e  t o  t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r .  T h e  f u n c t i o n  t o p l e v e l  h a s  t h e  f o l l o w i n g  
s i g n a t u r e .  
v a l  t o p l e v e l :  u n i t  - >  u n i t  
O n  e x e c u t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  t o p l e v e l  i n  t h e  S M L  p r o m p t ,  t h e  f o l l o w i n g  p r o m p t  
a p p e a r s  t o  i n t e r a c t  w i t h  t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r :  
P O T >  
T h e  a v a i l a b l e  c o m m a n d s  a t  t h i s  p r o m p t  a r e :  l o a d ,  s a v e ,  d i s t i l l ,  s t e p ,  
s h o w ,  s h o w p r o g ,  g r a p h ,  h e l p  a n d  q u i t .  O n e  m a y  l e a r n  a b o u t  t h e s e  c o m m a n d s  
b y  u s i n g  t h e  h e l p  c o m m a n d .  T h e  i n p u t  c o n j e c t u r e  o r  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n  i s  s t o r e d  
w i t h  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  a s  a  p r o g r a m  d e f i n e d  i n  t h e  l a n g u a g e  i n  a  . p o t  f i l e ,  a n d  c a n  
b e  l o a d e d  u s i n g  t h e  c o m m a n d  l o a d  f  i  2  e n a m e  .  T o  p r o v e  o r  c o n s t r u c t  p r o g r a m s ,  t h e  
c o m m a n d  d i s t i l l  i s  u s e d ,  a n d  t h e  o u t p u t  c a n  b e  v i e w e d  u s i n g  t h e  c o m m a n d  s h o w .  
U s i n g  t h e  s t e p  c o m m a n d ,  o n e  c a n  s w i t c h  t o  s t e p  m o d e  d i s t i l l a t i o n  a f t e r  l o a d i n g  t h e  
i n p u t  f i l e .  
6 . 2 . 2  M o d u l e  A T P  
T h e  m o d u l e  A T P  d e f i n e s  t h e  d a t a  t y p e  t  a s  s h o w n  i n  F i g .  6 . 1  t o  r e p r e s e n t  a n y  e x -  
p r e s s i o n  i n  t h e  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  l a n g u a g e  d e s c r i b e d  i n  5 2 . 2 . 1 ,  i n p u t  c o n j e c t u r e  
t o  b e  p r o v e d  a n d  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n .  S o m e  o f  t h e  m a i n  
f u n c t i o n s  o f  t h i s  m o d u l e  w h i c h  o p e r a t e  o n  t h e  e x p r e s s i o n s  d e f i n e d  u s i n g  t h e  d a t a  
t y p e  t  a r e  l i s t e d  i n  F i g .  6 . 2 .  
T h e  f u n c t i o n  i n F o r m  p a r s e s  t h e  e x p r e s s i o n s  d e f i n e d  i n  t h e  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  
l a n g u a g e ,  t h e  o p e r a n d s  o f  t h e  i n f i x  o p e r a t o r s  + ,  t ) ,  A ,  V ,  a n d  t h e  o p e r a n d s  o f  t h e  
q u a n t i f i e r s  A L L ,  E X  a n d  A N Y .  T h e  f u n c t i o n  r e a d T e r m  r e t u r n s  a n  e x p r e s s i o n  o f  d a t a  
t y p e  t  b y  p r o c e s s i n g  a  s t r i n g  c o n s i s t i n g  o f  a n  e x p r e s s i o n  o f  d a t a  t y p e  t .  F o r  e x a m p l e ,  
t h e  c o n j e c t u r e  A L L  x . E X  y . ( e v e n  x )  t )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  i s  p r o c e s s e d  b y  t h e  
f u n c t i o n  r e a d T e r m  t o  g i v e  t h e  f o l l o w i n g :  
A L L  ( I I X I I  , E X  ( l l y "  ,  ~ p p l y  ( A p p l y  ( F u n  l 1  i f f  l 1  , A p p l y ( F r e e  " e v e n "  , F r e e  " x " ) ) ,  
~ ~ ~ l ~ ( ~ ~ ~ l ~ ( F ~ e e  l I e q n u m l 1 ,  A p p l y  ( F r e  I 1 d o u b l e "  , F r e e  " y " ) )  F r e e  " x " )  )  )  )  
d a t a t y p e  t  =  
t  
I  
I  
1  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
F r e e  o f  s t r i n g  
B o u n d  o f  i n t  
F u n  o f  s t r i n g  
L e t  o f  s t r i n g  *  t  *  t  
L e t r e c  o f  s t r i n g  *  t  
*  t  
A b s  o f  s t r i n g  *  t  
C o n  o f  s t r i n g  *  t  l i s t  
A p p l y  o f  t  *  t  
C a s e  o f  t  *  
( s t r i n g  *  s t r i n g  l i s t  *  t )  l i s t  
N o d e  o f  s t r i n g  *  t  *  ( s t r i n g  *  t )  l i s t  
R e p e a t  o f  
s t r i n g  *  t  *  ( s t r i n g  *  t )  l i s t  
A L L  o f  s t r i n g  *  t  
E X  o f  s t r i n g  *  t  
A N Y  o f  s t r i n g  *  t  *  t  
F i g u r e  6 . 1 :  D a t a  t y p e  o f  A T P  m o d u l e  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
v a l  
f r e e v a r s :  t  - >  s t r i n g  l i s t  
a b s t r a c t :  i n t  - >  s t r i n g  - >  t  - >  t  
s h i f t :  i n t  - >  i n t  - >  t  - >  t  
s u b s t :  i n t  - >  t  - >  t  - >  t  
i n s t :  t  S t r i n g D i c t . t  - >  t  - >  t  
r e n a m e :  
s t r i n g  l i s t  - >  s t r i n g  - >  s t r i n g  
a b s L i s t :  s t r i n g  l i s t  *  t  - >  t  
a l l l i s t :  s t r i n g  l i s t  *  t  - >  t  
e x l i s t :  
s t r i n g  l i s t  *  t  - >  t  
a n y l i s t :  ( s t r i n g  *  t )  l i s t  *  t  - >  t  
i n F o r m :  
A T P P a r s i n g . t o k e n  l i s t  - >  t  *  A T P P a r s i n g . t o k e n  l i s t  
o u t T e r m :  t  - >  P r e t t y . t  
r e a d T e r m :  s t r i n g  - >  t  
r d I n p u t :  s t r i n g  - >  ( t  *  ( s t r i n g  *  t )  l i s t )  
o u t T r e e  :  t  - >  P r e t t y .  t  
F i g u r e  6 . 2 :  F u n c t i o n s  o f  A T P  m o d u l e  
T h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  A N Y  z  :  n a t . ( l e s s  x  y )  
+  ( e q n u m  ( p l u s  x  z )  y )  i s  
p r o c e s s e d  b y  t h e  f u n c t i o n  r e a d T e r m  t o  g i v e  t h e  f o l l o w i n g :  
A N Y  ( l l z l l  , N a t " n a t "  , A p p l y ( A p p l y ( F u n  " i m p l i e s "  , ~ p p l ~ ( ~ p p l y ( ~ r e e  " l e s s " ,  
F r e e  " x " )  , F r e e  " y " )  )  , A p p l y  ( A p p l y  ( F r e e  " e q n u m "  ,  ~ p p l y  ( ~ p p l y ( F r e e  " p l u s " ,  
F r e e  " x f l )  , F r e e  " z " ) )  , F r e e  " y " )  )  )  
T h e  f u n c t i o n  r d I n p u t  c o n v e r t s  a  s t r i n g  c o n s i s t i n g  o f  a n  e x p r e s s i o n  o f  d a t a  t y p e  
t  w i t h  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  i n  t h e  f o r m  o f  a  p r o g r a m  t o  a  p a i r  c o n s i s t i n g  o f  a n  
e x p r e s s i o n  a n d  a  l i s t  o f  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  p r o g r a m  
a p p e n d  x s  y s  
w h e r e  
a p p e n d  =  X x s . X y s .  c a s e  x s  o f  
Nil :  y s  
I  C o n s  x  x s '  :  C o n s  x  ( a p p e n d  x s '  y s ) ;  
i s  p r o c e s s e d  b y  t h e  f u n c t i o n  r d I n p u t  t o  g i v e  t h e  f o l l o w i n g :  
( A p p l y  ( A p p l y ( F u n  " a p p e n d "  , F r e e  " x s " )  , F r e e  " y s " )  ,  [ ( " a p p e n d " ,  ~ b s  ( " x s "  ,  
A b s  ( " y s "  , C a s e  ( F r e e  " x s "  ,  [ ( " N i l "  ,  [I , F r e e  " y s " )  ,  ( l l C o n s ' l ,  [ F r e e  " x "  ,  
F r e e  " x s ' " ]  ,  C o n ( " C o n s "  ,  [ F r e e  " x l l ,  A p p l y ( A p p 1 y  ( F u n  " a p p e n d "  , F r e e  " x s ' " )  ,  
F r e e  " y s " > l > > I ) > > > l >  
6 . 2 . 3  M o d u l e  D i s t i l l  
T h e  m o d u l e  D i s t i l l  c o n s i s t s  o f  s i x  m a i n  f u n c t i o n s :  d i s t i l l ,  p a s s l ,  p a s s 2 ,  
f o r a l l ,  e x i s t  a n d  c o n s t r u c t a n y .  
T h e  f u n c t i o n  d i s t i l l  i m p l e m e n t s  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e  71 u s i n g  t h e  f u n c t i o n  
p a s s 1  t o  i m p l e m e n t  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  a s  d e f i n e d  i n  
5 3 . 2 ,  t h e  p r e - p r o c e s s i n g  p h a s e  a s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  4  u s i n g  t h e  f u n c t i o n  p a s s 2 ,  
r u l e  7 2  f o r  u n i v e r s a l  q u a n t i f i c a t i o n  a n d  r u l e  7 3  f o r  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  a s  d e -  
f i n e d  i n  C h a p t e r  4 ,  a n d  r u l e  7 4  f o r  A N Y - q u a n t i f i c a t i o n  a s  d e f i n e d  i n  C h a p t e r  5 .  
T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  r u l e  7 4  i n c l u d e s  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  s t e p s  a s  d e s c r i b e d  i n  5 5 . 3 . 3 .  A  v e r i f i c a t i o n  p r o o f  o f  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  
i s  p e r f o r m e d  b e f o r e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  r u l e  7 4 .  A s  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  c o n t a i n s  a  
p r e c o n d i t i o n ,  a  n e w  s p e c i f i c a t i o n  i s  c o n s t r u c t e d  b y  r e m o v i n g  t h e  p r e c o n d i t i o n .  T h e  
f u n c t i o n s  f o r a l l ,  e x i s t  a n d  c o n s t r u c t a n y  i m p l e m e n t  t h e  p r o o f  r u l e s  A ,  E ,  a n d  
t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  C ,  w h i c h  a r e  d i s c u s s e d  i n  5 6 . 2 . 4  a n d  5 6 . 2 . 5 ,  r e s p e c -  
t  i v e l y .  
T h e  d i s t i l l  f u n c t i o n  h a s  t h e  f o r m  d i s t i l l  s  [ [ e l )  p  4 ,  w h e r e  s  i s  t h e  s t e p  m o d e  
i n d i c a t o r ,  a n d  e  i s  t h e  i n p u t  e x p r e s s i o n  t o  w h i c h  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  w i l l  b e  a p p l i e d .  
T h e  p a r a m e t e r  p  r e p r e s e n t s  t h e  s e t  o f  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n s ,  a n d  4  
r e p r e s e n t s  t h e  s e t  o f  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  u s e d  w i t h i n  t h e  e x p r e s s i o n  e .  T h e  f u n c t i o n  
d i s t i l l  h a s  t h e  f o l l o w i n g  s i g n a t u r e .  
v a l  d i s t i l l  :  b o o 1  - >  A T P . t  *  ( s t r i n g  *  A T P . t )  l i s t  - >  A T P . t  
T h e  f i r s t  a r g u m e n t  o f  t h i s  f u n c t i o n  i s  a  S M L  b o o l e a n  v a l u e :  t r u e  o r  f a l s e ,  
w h i c h  i n d i c a t e s  w h e t h e r  t h e  s t e p  m o d e  i s  o n  o r  o f f .  T h e  s e c o n d  a r g u m e n t  i s  a  
p a i r  o f  a n  A T P  t e r m  o f  t y p e  t  a n d  a  s e t  o f  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s .  E a c h  f u n c t i o n  
d e f i n i t i o n  c o n s i s t s  o f  a  f u n c t i o n  n a m e  a n d  t h e  f u n c t i o n  b o d y .  T h e  o u t c o m e  o f  t h i s  
f u n c t i o n  f o r  a n  i n p u t  c o n j e c t u r e  m a y  b e  T r u e  o r  B o t t o m .  F o r  a n  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  
w i t h  A N Y - q u a n t i f i c a t i o n ,  t h e  o u t c o m e  i s  a  p r o g r a m  w h i c h  c o m p u t e s  t h e  e x i s t e n t i a l  
w i t n e s s .  I f  t h e  i n p u t  e x p r e s s i o n  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  s o r t  o f  q u a n t i f i c a t i o n ,  t h e  
d i s t i l l  f u n c t i o n  t r a n s f o r m s  t h e  i n p u t  p r o g r a m  t o  a n  e q u i v a l e n t  a n d  e f f i c i e n t  o u t p u t  
p r o g r a m .  
T h e  f u n c t i o n  p a s s 1  i m p l e m e n t s  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  a s  d e f i n e d  b y  r u l e  
7 1  w h i l e  t h e  f u n c t i o n  p a s  s 2  r e c o n s t r u c t s  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  
f u n c t i o n  p a s s l  b y  p e r f o r m i n g  t h e  p r e - p r o c e s s i n g  t a s k s  ( $ 4 . 2 ) .  
T h e  f u n c t i o n  p a s s l  i m p l e m e n t s  t h e  n o r m a l  o r d e r  r e d u c t i o n  r u l e s  N  a s  d e s c r i b e d  
i n  5 2 . 2 . 4 .  T h i s  f u n c t i o n  i m p l e m e n t s  t h e  r e d u c t i o n  r u l e s ,  w h i c h  d e c o m p o s e  t h e  f i r s t  
a r g u m e n t  t o  t h i s  f u n c t i o n  i n t o  a  u n i q u e  c o n t e x t  a n d  a  r e d e x  b a s e d  o n  t h e  u n i q u e  
d e c o m p o s i t i o n  p r o p e r t y .  T h e  f u n c t i o n  f i n d M a t c h  t r i e s  t o  f i n d  a  m a t c h  o f  i t s  s e c -  
o n d  a r g u m e n t  w i t h  a n y  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  o f  t y p e  t  w i t h i n  t h e  m a t r i x  i n  t h e  f i r s t  
a r g u m e n t .  T h e  f u n c t i o n s  f  i n d e m b e d ,  
f  i n d d i v e  a n d  f  i n d c o u p l e  i m p l e m e n t  t h e  
h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  d e t e c t i o n  a l g o r i t h m  t o  d e t e c t  w h e t h e r  a n y  o f  t h e  e x p r e s -  
s i o n s  o f  t y p e  t  w i t h i n  t h e  m a t r i x  i n  t h e  s e c o n d  a r g u m e n t  i s  e m b e d d e d  w i t h i n  t h e  
e x p r e s s i o n  i n  t h e  t h i r d  a r g u m e n t  o r  n o t .  T h e  f u n c t i o n  e x t r a c t  p e r f o r m s  g e n e r a l i z a -  
t i o n  o f  a n  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l  i n  t h e  c a s e  o f  s t r i c t  e m b e d d i n g ,  a n d  t h e  f u n c t i o n  
g e n e r a l i s e  p e r f o r m s  t h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  i f  t h e  e m b e d d i n g  i s  n o n - s t r i c t .  
T h e  u n f o l d  f u n c t i o n  i m p l e m e n t s  t h e  u n f o l d i n g  o p e r a t i o n  o f  a  f u n c t i o n  c a l l .  
T h e  c o n s t r u c t  f u n c t i o n  i m p l e m e n t s  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  P  
a s  d e s c r i b e d  i n  $ 2 . 2 . 4  a n d  5 3 . 2 . 3 .  W e  r e c a l l  E x a m p l e  9  o f  C h a p t e r  3 ;  o n e  o f  t h e  
e x p r e s s i o n s  w h i c h  w a s  e n c o u n t e r e d  i n  d e m o n s t r a t i n g  t h e  e x a m p l e  i s  u s e d  t o  e x p l a i n  
t h e  u s e  o f  t h e  c o n s t r u c t  f u n c t i o n  a s  s h o w n  b e l o w .  
c o n s t r u c t  1  N o d e  f O :  
c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  R u e  
I  S u c c  y' :  T r u e  
I  S u c c  x '  :  R e p e a t  f O :  N o d e  f l :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
(  S u c c  y' :  D u e  
(  S U C C  X "  :  R e p e a t  f l :  l e g  x "  ( p l u s  XI' y )  
T h e  c o n s t r u c t  f u n c t i o n  r e t u r n s  t h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m .  
l e t r e c  f  0  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  : T r u e  
1  S u c c  y ' :  T r u e  
I  S u c c  x '  :  f 0  x '  
6 . 2 . 4  
I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  P r o o f  R u l e s  A  a n d  &  
T h e  f u n c t i o n  f  o r a l 1  i m p l e m e n t s  t h e  p r o o f  r u l e s  A  f o r  u n i v e r s a l  q u a n t i f i c a t i o n ,  a n d  
t h e  f u n c t i o n  e x i s t  i m p l e m e n t s  t h e  p r o o f  r u l e s  &  f o r  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n .  T h e s e  
f u n c t i o n s  a r e  i n v o k e d  b y  t h e  f u n c t i o n  d i s t i l l  t o  p r o v e  i n p u t  c o n j e c t u r e s .  
T h e  f u n c t i o n  f  o r a l l  h a s  t h e  f o r m  f  o r a l l  [ e l  p  4 ,  w h e r e  e  i s  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  
t o  w h i c h  t h e  p r o o f  r u l e s  w i l l  b e  a p p l i e d  a n d  t h e  p a r a m e t e r  p  i s  t h e  s e t  o f  t h e  p r e v i -  
o u s l y  e n c o u n t e r e d  f u n c t i o n  c a l l s ,  a n d  4  i s  t h e  s e t  o f  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
T h e  f u n c t i o n  f o r a l l  h a s  t h e  f o l l o w i n g  s i g n a t u r e :  
v a l  f o r a l l  :  A T P . t  - >  A T P . t  l i s t  - >  s t r i n g  l i s t  - >  
A T P . t  *  A T P . t  l i s t  *  s t r i n g  l i s t  
T h e  o u t c o m e  o f  t h i s  f u n c t i o n  i s  a  s i m p l i f i e d  p r o o f  e x p r e s s i o n ,  a  s e t  o f  f u n c t i o n  
c a l l s  a n d  a  s e t  o f  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
T h e  f u n c t i o n  e x i s t  h a s  t h e  f o r m  e x i s t  [ e l  p  4 ,  w h e r e  e  i s  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  t o  
w h i c h  t h e  p r o o f  r u l e s  w i l l  b e  a p p l i e d  a n d  t h e  p a r a m e t e r  p  i s  t h e  s e t  o f  t h e  p r e v i o u s l y  
e n c o u n t e r e d  f u n c t i o n  c a l l s ,  a n d  4  i s  t h e  s e t  o f  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  T h e  
f u n c t i o n  e x i s t  h a s  t h e  f o l l o w i n g  s i g n a t u r e .  
v a l  e x i s t  :  A T P . t  - >  A T P . t  l i s t  - >  s t r i n g  l i s t  - >  
A T P . t  *  A T P . t  l i s t  *  s t r i n g  l i s t  
T h e  o u t c o m e  o f  t h i s  f u n c t i o n  i s  a  s i m p l i f i e d  p r o o f  e x p r e s s i o n ,  a  s e t  o f  f u n c t i o n  
c a l l s  a n d  a  s e t  o f  e x i s t e n t i a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
6 . 2 . 5  I m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  R u l e s  C  
T h e  f u n c t i o n  c o n s t r u c t a n y  i m p l e m e n t s  t h e  p r o o f  r u l e s  C  w h i c h  p e r f o r m  t h e  c o n -  
s t r u c t i v e  p r o o f  o f  a  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n .  T h e  f u n c t i o n  c o n s t r u c t a n y  h a s  t h e  f o r m  
c o n s t r u c t a n y  [ e l  [ e l ]  T  p  4 .  T h i s  f u n c t i o n  i s  i n v o k e d  b y  t h e  f u n c t i o n  d i s t i l l  t o  
c o n s t r u c t  a  p r o g r a m  f r o m  t h e  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  f r o m  a n  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  
T h e  f u n c t i o n  c o n s t r u c t a n y  h a s  t h e  f o l l o w i n g  s i g n a t u r e .  
v a l  c o n s t r u c t a n y  :  A T P . t  - >  A T P . t  - >  A T P . t  - >  A T P . t  l i s t  - >  
s t r i n g  l i s t  - >  A T P . t  *  A T P . t  l i s t  *  s t r i n g  l i s t  
T h e  f i r s t  a r g u m e n t  o f  t h e  f u n c t i o n  c o n s t r u c t a n y  i s  a  p r o o f  e x p r e s s i o n  e  o f  t y p e  
t  t o  w h i c h  t h e  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  r u l e s  C  w i l l  b e  a p p l i e d .  T h e  s e c o n d  a r g u m e n t  e '  
i s  t h e  c u r r e n t  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  a n d  t h e  t h i r d  a r g u m e n t  T  i s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s  
t y p e .  T h e  p a r a m e t e r  p  i s  t h e  s e t  o f  t h e  p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  f u n c t i o n  c a l l s ,  a n d  Q ,  
i s  t h e  s e t  o f  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s  w i t h i n  e .  T h e  o u t c o m e  o f  t h i s  f u n c t i o n  
i s  t h e  s i m p l i f i e d  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m ,  a  s e t  o f  f u n c t i o n  c a l l s  a n d  a  s e t  o f  u n i v e r s a l l y  
q u a n t i f i e d  v a r i a b l e s .  
6 . 3  R e s u l t s  
W e  h a v e  a p p l i e d  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n  t o  a  l a r g e  n u m b e r  o f  i n d u c t i v e  t h e o -  
r e m s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  P o i t i n  c a n  p r o v e  t h e s e  t h e o r e m s  w i t h o u t  u s i n g  
a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  b y  p e r f o r m i n g  o n l y  g e n e r a l i z a t i o n ,  w h e r e a s  s o m e  o t h e r  i n -  
d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s  r e q u i r e  l e m m a s  a n d  g e n e r a l i z a t i o n s  t o  p r o v e  s o m e  o f  t h e s e  
t h e o r e m s .  S o m e  o f  t h e  c o n j e c t u r e s  l i s t e d  i n  T a b l e  6 . 1  w e r e  p r o v e d  b y  S P I K E  1661 
u s i n g  a  d i v e r g e n c e  c r i t i c  [ 1 0 7 ] ,  N Q T H M  [ 8 ,  9 1 ,  A C L 2  [ 6 3 ] ,  C L A M  [ 2 1 ,  2 3 1  u s i n g  
r i p p l i n g ,  a n d  P e r i w i n k l e  [ 6 8 ]  b y  p r o p o s i n g  l e m m a s  o r  p e r f o r m i n g  g e n e r a l i z a t i o n s .  
N o .  C o n j e c t u r e  
A L L  x . A L L  y . e q n u m  ( p l u s  x  y )  ( p l u s  y  x )  
A L L  x . e q n u m  ( p l u s  x  ( S u c c  x ) )  ( S u c c  ( p l u s  x  x ) )  
A L L  x . A L L  y . A L L  z . e q n u m  ( p l u s  ( p l u s  x  y )  z )  
( p l u s  x  ( p l u s  Y  2 ) )  
A L L  x . e q n u m  ( p l u s  ( p l u s  x  x )  x )  ( p l u s  x  ( p l u s  x  a ) )  
A L L  x . e q n u m  ( g c d  x  x )  x  
A L L  x . A L L  y . e q n u m  ( s u b  ( p l u s  x  y )  x )  y  
A L L  x . A L L  y . e q n u m  ( p l u s  x  ( S u c c  y ) )  ( S u c c  ( p l u s  x  y ) )  
A L L  x . e v e n  ( p l u s  x  x )  
A L L  x . e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o )  
A L L  x . A L L  y . ( ( e v e n  x )  A  ( e v e n  y ) )  
+  ( e v e n  ( p l u s  x  y ) )  
A L L  x . ( e q b o o l  ( e v e n  x )  ( T r u e ) )  - +  
( e q b o o l  ( o d d  x )  ( F a l s e ) )  
A L L  % . E X  y . ( e v e n  x )  +, ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  
A L L  x . E X  y . ( e v e n  x )  H  
( e q n u m  ( m u l t  y  ( S u c c  ( S u c c  Z e r o ) ) )  x )  
A L L  x . A L L  y . E X  z . ( l e s s  x  y )  +  ( e q n u m  ( p l u s  x  z )  y )  
A L L  x s . A L L  y s . e q n u m  ( l e n g t h  ( a p p e n d  x s  y s ) )  
( l e n g t h  ( a p p e n d  y s  x s ) )  
A L L  x s . A L L  y s . e q n u r n  ( l e n g t h  ( a p p e n d  x s  y s ) )  
( p l u s  ( l e n g t h  x s )  ( l e n g t h  y s ) )  
A L L  x s . A L L  y s . A L L  z s . e q l i s t  ( a p p e n d  x s  ( a p p e n d  y s  2 s ) )  
( a p p e n d  ( a p p e n d  x s  y s )  z s )  
A L L  x s . A L L  y s . ( e v e n  ( l e n g t h  ( a p p e n d  x s  y s ) ) )  t ,  
( e v e n  ( l e n g t h  ( a p p e n d  y s  x s ) ) )  
T i m e  
( i n  S e c o n d s )  
0 . 0 0 9 4  
0 . 0 0 1 6  
T a b l e  6 . 1 :  S o m e  c o n j e c t u r e s  p r o v e d  i n  P o i t i n  
P o i t i n  c a n  p r o v e  a l l  o f  t h e s e  c o n j e c t u r e s  f u l l y  a u t o m a t i c a l l y  w i t h o u t  r e q u i r i n g  
a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s .  C o n j e c t u r e s  3 ,  6 ,  7 ,  1 6  a n d  1 7  d o  n o t  r e q u i r e  a n y  g e n e r a l -  
i z a t i o n  t o  b e  p e r f o r m e d .  A l l  o t h e r  c o n j e c t u r e s  r e q u i r e  g e n e r a l i z a t i o n  t o  b e  p e r f o r m e d  
d u r i n g  d i s t i l l a t i o n .  T h e  t i m e s  l i s t e d  t o  p r o v e  t h e  c o n j e c t u r e s  a r e  g i v e n  b y  t h e  a v e r -  
a g e  o f  1 0  r u n s  f o r  e a c h  c o n j e c t u r e  o n  a n  I n t e l  P e n t i u m  4  P C  w i t h  2 . 4 0  G H z  a n d  5 1 2  
M B  R A M .  A s  t h e s e  t i m e s  a r e  v e r y  l o w ,  t h e  r e s u l t s  a r e  e n c o u r a g i n g .  T h e  p r o o f  o f  
c o n j e c t u r e  1  i s  t r o u b l e s o m e  f o r  a  l o t  o f  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s .  T h i s  c o n j e c t u r e  
h a s  t w o  u n J - E a w e d  i n d u c t i o n  v a r i a b l e s ,  w h i c h  m a k e  t h e  p r o o f  c o m p l i c a t e d  f o r  e x p l i c i t  
i n d u c t i v e  p r o v e r s  a s  d i s c u s s e d  i n  E x a m p l e  1 0  ( s 4 . 4 . 1 ) .  P o i t i n  p r o v e s  t h i s  c o n j e c t u r e  
b y  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s  d u r i n g  d i s t i l l a t i o n .  C o n j e c t u r e  2  i s  a l s o  
d i f f i c u l t  t o  p r o v e  u s i n g  p r e v i o u s  p r o o f  t e c h n i q u e s .  S P I K E  d i v e r g e s  i n  a n  a t t e m p t  t o  
p r o v e  c o n j e c t u r e  8 .  D i v e r g e n c e  c r i t i c  t a k e s  5 . 4  s e c o n d s  t o  s u g g e s t  a  l e m m a  t o  p r o v e  
t h i s  c o n j e c t u r e .  T h e  p r o o f  o f  c o n j e c t u r e  9  i n  t h e  e x p l i c i t  i n d u c t i o n  m e t h o d  i n v o l v e s  
t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  a  n e w  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  v a r i a b l e  i n  p l a c e  o f  t h e  a c c u m u l a t -  
i n g  p a r a m e t e r  [ 4 5 ,  5 4 1 ,  w h i c h  o v e r - g e n e r a l i z e s  t h e  c o n j e c t u r e  b y  g e n e r a t i n g  t h e  n e w  
c o n j e c t u r e  A L L  x . A L L  y . e v e n  ( d o u b l e a  x  y ) .  P o i t i n  h a s  a l s o  b e e n  s u c c e s s f u l l y  u s e d  
i n  p r o v i n g  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s  ( e . g . ,  c o n j e c t u r e s  1 2 ,  1 3  a n d  1 4  i n  T a b l e  6 . 1 ) .  S P I K E  
f a i l s  t o  p r o v e  c o n j e c t u r e s  1 5  a n d  1 6 .  T h e  d i v e r g e n c e  c r i t i c  a v o i d s  t h e  d i v e r g e n c e  b y  
p r o p o s i n g  t w o  l e m m a s  i n  e a c h  c a s e  i n  3 . 6  a n d  7 . 2  s e c o n d s  r e s p e c t i v e l y .  P o i t i n  p r o v e s  
c o n j e c t u r e  1 5  b y  g e n e r a l i z a t i o n  o f  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s  d u r i n g  d i s t i l l a t i o n .  
T h e  f o l l o w i n g  T a b l e  6 . 2  s h o w s  s o m e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s  w h i c h  
c a n n o t  c u r r e n t l y  b e  p r o v e d  i n  P o i t i n .  T h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  i n  F i g .  6 . 3  w e r e  u s e d  
a l o n g  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  e q n u m ,  d o u b l e ,  p l u s ,  l e n g t h ,  e q l i s t ,  r e v a ,  
a p p e n d  a n d  r e v e r s e  a s  d e f i n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s .  
A m o n g  t h e s e  c o n j e c t u r e s ,  c o n j e c t u r e  3  s t a t e s  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  m u l t i p l i c a -  
t i o n  a n d  c o n j e c t u r e  5  u s e s  a  m u t u a l l y  r e c u r s i v e  f u n c t i o n .  T h e  d i s t i l l a t i o n  o f  m o s t  o f  
t h e s e  c o n j e c t u r e s  s u f f e r s  f r o m  n o n - t e r m i n a t i o n  d u e  t o  s u c c e s s i v e l y  g r o w i n g  p a t t e r n s  
o r  t h e  e x i s t e n c e  o f  m o r e  t h a n  o n e  o f  t h e  t h r e e  d i f f e r e n t  f o r m s  o f  n o n - t e r m i n a t i o n .  
F o r  e x a m p l e ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  c o n j e c t u r e s  3 ,  7  a n d  8  e n c o u n t e r s  t h e  o c c u r r e n c e  
o f  b o t h  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s  a n d  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s .  I n  t h e  c u r r e n t  v e r -  
s i o n  o f  P o i t i n ,  w e  c o n s i d e r  o n l y  o n e  f o r m  o f  e m b e d d i n g  o f  t w o  e x p r e s s i o n s :  s t r i c t  
o r  n o n - s t r i c t ,  a n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  g e n e r a l i z a t i o n .  T h e  d i s t i l l a t i o n  o f  c o n j e c t u r e  
6  e n c o u n t e r s  t h e  e m b e d d i n g  o f  b o t h  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s  a n d  a c c u m u l a t i n g  p a r a -  
m e t e r s .  T h e  d i s t i l l a t i o n  o f  a l l  o t h e r  c o n j e c t u r e s  s u f f e r s  f r o m  n o n - t e r m i n a t i o n  d u e  t o  
s u c c e s s i v e l y  g r o w i n g  p a t t e r n s  b e c a u s e  o f  u n i f i c a t i o n - b a s e d  i n f o r m a t i o n  p r o p a g a t i o n .  
N o .  
1 .  
2 .  
3 .  
4 .  
C o n j e c t u r e  
A L L  x . e q n u m  ( d o u b l e  x )  ( p l u s  x  x )  
A L L  x . e q n u m  ( h a l f  ( p l u s  x  x ) )  x  
A L L  x . A L L  y . e q n u m  ( m u l t  x  y )  ( m u l t  y  x )  
A L L  x . A L L  y . A L L  z . A L L  u . A L L  w . e q n u m  ( p l u s  x  ( p l u s  y  ( p l u s  x  
( p l u s  u  w ) ) ) )  ( p l u s  w  ( p l u s  x  ( p l u s  y  ( p l u s  z  u ) ) ) )  
A L L  x s . l e q  ( l e n g t h  ( e v e n l i s t  x s ) )  ( l e n g t h  x s )  
A L L  x s . A L L  y s . e q l i s t  ( r e v a  x s  y s )  ( a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s )  
A L L  x s . e q l i s t  ( r o t a t e  ( l e n g t h  x s )  x s )  x s  
A L L  x s . e q l i s t  ( r e v e r s e  ( r e v e r s e  x s ) )  x s  
A L L  x s . e q n u m  ( l e n g t h  ( a p p e n d  x s  a s ) )  ( d o u b l e  ( l e n g t h  x s ) )  
T a b l e  6 . 2 :  S o m e  of P o i t i n ' s  f a i l u r e s  
h a l f  =  X x . c a s e  x  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
(  S u c c  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
I  S U C C  X I '  :  S U C C  ( h a l f  x " )  
m u l t  =  X x . X y . c a s e x o f  
Z e r o  :  Z e r o  
I  S u c c  x '  :  p l u s  y  ( m u l t  x '  y )  
e v e n l i s t  =  X x s .  c a s e  x s  o f  
N i l  :  N i l  
I  C o n s  x  X S '  :  o d d l i s t  x s '  
o d d l i s t  =  X x s .  c a s e  x s  o f  
N i l  :  N i l  
I  C o n s  x  x s '  :  C o n s  x  ( e v e n l i s t  x s ' )  
r o t a t e  =  X x . X y s .  c a s e  x  o f  
Z e r o  : y s  
I  S u c c  x '  :  c a s e  y s  o f  
N i l  :  N i l  
I  C o n s  y  ~ s '  :  r o t a t e  x '  ( a p p e n d  y s '  ( C o n s  y  N i l ) )  
F i g u r e  6 . 3 :  S o m e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  f o r  f a i l e d  p r o o f s  
T a b l e  6 . 3  s h o w s  h o w  S P I K E  u s i n g  t h e  d i v e r g e n c e  c r i t i c  [ I 0 7 1  a n d  r i p p l i n g  [ 2 3 ,  1 7 1  
d e a l s  w i t h  t h e s e  c o n j e c t u r e s .  T h e  s y m b o l  -  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  p r o o f  e x a m p l e  c o u l d  
n o t  b e  f o u n d  u s i n g  t h e  i n d i c a t e d  m e t h o d .  
N o .  S P I K E  ( D i v e r g e n c e  C r i t i c )  R i p p l i n g  
P r o v e d  
J  
J  
X  
J  
X  
J  
J  
J  
J  
L e m m a  r e q u i r e d  
J  
d  
X  
J  
X  
J  
J  
J  
J  
P r o v e d  
L e m m a  r e q u i r e d  
T a b l e  6 . 3 :  C o n j e c t u r e s  o f  T a b l e  6 . 2  p r o v e d  b y  S P I K E  u s i n g  d i v e r g e n c e  c r i t i c  a n d  
r i p p l i n g  
P o i t i n  h a s  b e e n  u s e d  t o  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  c o n -  
s t r u c t e d  p r o g r a m s  a r e  e f f i c i e n t  a n d  c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  
I n  T a b l e  6 . 4 ,  s o m e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  a r e  l i s t e d ,  w h i c h  w e r e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  p r o -  
g r a m s .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m s  f r o m  t h e s e  s p e c i f i c a t i o n s  a r e  s h o w n  i n  F i g .  6 . 4 .  
N o .  S p e c i f i c a t i o n  T i m e  ( i n  S e c o n d s )  
1 .  
A N Y  y  :  n a t . ( e v e n  x )  +  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  
0 . 0 0 9 5  
2 .  
A N Y  y  :  n a t . ( e v e n  x )  +  
( e q n u m  ( m u l t  y  ( S u c c  ( S u c c  Z e r o ) ) )  x )  
0 . 0 0 3 1  
3 .  
A N Y  y  :  n a t . ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  V  
( e q n u m  ( S u c c  ( d o u b l e  y ) )  x )  
0 . 0 0 3 1  
4 .  A N Y  x  :  n a t . ( l e s s  x  y )  +  ( e q n u m  ( p l u s  x  z )  y )  
0 . 0 0 4 7  
5 .  
A N Y  y  :  n a t . ( e q n u m  x  ( Z e r o ) )  V  ( e q n u m  x  ( S u c c  y ) )  
0 . 0 0 4 6  
6 .  
A N Y  y  :  n a t . e q n u m  y  ( p l u s  x  ( S u c c  Z e r o ) )  
0 . 0 0 4 6  
T a b l e  6 . 4 :  S o m e  s p e c i f i c a t i o n s  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
F i g u r e  6 . 4 :  C o n s t r u c t e d  p r o g r a m s  f o r  s p e c i f i c a t i o n s  o f  T a b l e  6 . 4  
S p e c i f i c a t i o n  N o .  
P  
1 .  
2 .  
C o n s t r u c t e d  P r o g r a m  
l e t r e c  f O  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  0  
1  S u c c  x' :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  I  
I  S u c c  x "  :  s u c c  ( f 0  8 ' ' )  
l e t r e c  f O  =  A x .  c a s e  x o f  
Z e r o  : O  
I  S u c c  x' :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  : I  
(  s u c c  X I '  :  S u c c  ( f 0  x " )  
i n  f O  x 
3 .  
1  
4 .  
5 .  
6 .  
l e t r e c  f O  =  X x . c a s e  x o f  
Z e r o  :  0  
I  S u c c  x' :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  0  
I  S u c c  x "  :  S u c c  ( f 0  X I ' )  
i n  f O  x 
A s  s h o w n  i n  E x a m p l e  1 3  o f  5 5 . 4  
c a s e  x o f  
Z e r o  :  0  
(  S u c c  x' :  l e t r e c  f O  =  A x ' .  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  0  
I  S u c c  x "  :  S u c c  ( f 0  2 " )  
i n  f O  x' 
l e t r e c  f O  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  1  
I  S u c c  2' :  S u c c  ( f 0  2 ' )  
i n  f O  x 
I n  F i g .  6 . 4 ,  t h e  p r o g r a m s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s p e c i f i c a t i o n s  a r e  t o t a l l y  c o r r e c t .  
T h e  r e s u l t s  s h o w  t h a t  s o m e  d i f f i c u l t  t h e o r e m s  a b o u t  n a t u r a l  n u m b e r s  a n d  l i s t s  
w e r e  p r o v e d  b y  P o i t i n .  O n l y  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  l o g i c a l  c o n n e c t i v e s  A ,  V ,  + ,  t ,  e t c .  
a r e  p r o v i d e d  a s  b u i l t - i n  f u n c t i o n s .  
I n  t h e o r y ,  P o i t i n  s h o u l d  b e  a b l e  t o  p r o v e  a n y  
c o n j e c t u r e s  a b o u t  f u n c t i o n s  w h i c h  a r e  d e f i n e d  o v e r  i n d u c t i v e  t y p e s  s u c h  a s  s e t s ,  
i n t e g e r s ,  r a t i o n a l s ,  t r e e s ,  e t c .  
6 . 4  C o n c l u s i o n  
I n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  h a v e  p r e s e n t e d  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  a u t o m a t i c  t h e o r e m  
p r o v e r  P o i t i n .  T h e  i m p l e m e n t a t i o n  i n c l u d e s  f o u r  t o p - l e v e l  d i s t i l l a t i o n  r u l e s ,  i n d u c -  
t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  r u l e s ,  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s .  T h e  f o u r  t o p - l e v e l  
d i s t i l l a t i o n  r u l e s  c o n t r o l  t h e  f u n c t i o n i n g  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  R u l e  7 1  i m p l e m e n t s  
t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r ,  w h i c h  i s  a t  t h e  h e a r t  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  
R u l e s  7 2  a n d  7 3  i m p l e m e n t  t h e  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r ,  a n d  r u l e  7 4  i m p l e m e n t s  
t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d .  T h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  r u l e  7 4  i n c l u d e s  t h e  i m -  
p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  s t e p s  a s  d e s c r i b e d  i n  $ 5 . 3 . 3 .  I n  r u l e  7 4 ,  
a  v e r i f i c a t i o n  p r o o f  o f  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  i s  p e r f o r m e d  b e f o r e  e a c h  a p p l i c a t i o n  
o f  t h i s  r u l e ,  s o  t h a t  i n c o r r e c t  s p e c i f i c a t i o n s  a r e  r e j e c t e d  i n  t h e  c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s .  
T h e  c o n s t r u c t i o n  p r o c e s s  r e m o v e s  t h e  p r e c o n d i t i o n  p a r t  f r o m  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  
b y  g e n e r a t i n g  a  n e w  s p e c i f i c a t i o n  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n .  T h i s  e n s u r e s  t h a t  o n l y  
c o r r e c t  p r o g r a m s  a r e  c o n s t r u c t e d  i n  P o i t i n .  
W e  h a v e  p r e s e n t e d  s o m e  r e s u l t s  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  P o i t i n  t h e o r e m  p r o v e r  
t o  i n d u c t i v e  t h e o r e m s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  r e s u l t s  a r e  e n c o u r a g i n g ,  
a l t h o u g h  s o m e  s t r a i g h t f o r w a r d  c o n j e c t u r e s  c a n n o t  b e  p r o v e d  u s i n g  t h e  c u r r e n t  i m -  
p l e m e n t a t i o n  o f  P o i t i n .  T h e  m a i n  o u t c o m e  i s  t h a t  t h e  p r o o f  t e c h n i q u e s  o f  P o i t i n  
c a n  b e  u s e d  t o  p r o v e  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s  f u l l y  a u t o m a t i c a l l y  w i t h o u t  t h e  n e e d  
f o r  c o n j e c t u r i n g  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s ,  w h e r e a s  m o s t  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s  
r e q u i r e  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  t o  p r o v e  t h e s e  c o n j e c t u r e s .  P o i t i n  a l s o  r e d u c e s  o v e r -  
g e n e r a l i z a t i o n  a n d  g e n e r a t i o n  o f  n o n - t h e o r e m s .  
O u r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h -  
n i q u e s  c a n  b e  u s e d  t o  c o n s t r u c t  t o t a l l y  c o r r e c t  p r o g r a m s  f r o m  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  
T h e  f u t u r e  d e v e l o p m e n t  p l a n s  f o r  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  i n c l u d e  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  
a  g r a p h i c a l  u s e r  i n t e r f a c e ,  a n d  i m p r o v i n g  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  
C h a p t e r  7  
C o n c l u s i o n  a n d  F u t u r e  W o r k  
I n  t h i s  t h e s i s ,  w e  h a v e  s h o w n  h o w  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  b e  u s e d  
i n  a  n o v e l  w a y  i n  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  m e t h o d s .  T h e  w o r k  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s  i s  a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  t h e o -  
r e m  p r o v e r  P o i t i n  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n .  O u r  i n d u c t i v e  p r o o f  t e c h n i q u e  i s  
a n  a l t e r n a t i v e  t o  s t a n d a r d  i n d u c t i v e  p r o o f  m e t h o d s  u s i n g  i n d u c t i o n  r u l e s  i n  e x p l i c i t  
i n d u c t i o n .  T h e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  o f  P o i t i n  d o  
n o t  r e q u i r e  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s ,  a n d  t h e r e f o r e  r e m o v e  t h e  n e e d  f o r  a  s e a r c h  i n  
a  v a s t  c o l l e c t i o n  o f  l e m m a s  w h i c h  i s  r e q u i r e d  i n  t h e  a x i o m a t i c  a p p r o a c h .  T h e  a s s o c i -  
a t e d  s e a r c h  s p a c e  i s  v e r y  s m a l l  a n d  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s e t  o f  e x p r e s s i o n s  e n c o u n t e r e d  
d u r i n g  d i s t i l l a t i o n ,  w h i c h  c o n s t i t u t e  t h e  s e t  o f  i n d u c t i v e  h y p o t h e s e s .  
T h e  p r o g r a m  a s s o c i a t e d  w i t h  a n  i n p u t  c o n j e c t u r e  o r  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n  c a n  b e  
t r a n s f o r m e d  w i t h  d i s t i l l a t i o n  t o  a n  e q u i v a l e n t  a n d  e f f i c i e n t  o u t p u t  p r o g r a m  w h i c h  i s  
i n  a  n o r m a l  f o r m  c a l l e d  d i s t i l l e d  f o r m .  T h e  d i s t i l l e d  e x p r e s s i o n  c a n  t h e n  b e  s i m p l i f i e d  
t o  a  p r o o f  e x p r e s s i o n ,  w h i c h  i s  u s e d  i n  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n .  
P r o o f  r u l e s  f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  w e r e  d e f i n e d  t o  p r o v e  t h e s e  
p r o o f  e x p r e s s i o n s .  T h e  e x i s t e n t i a l  p r o o f  r u l e s  p e r f o r m  p u r e  e x i s t e n c e  p r o o f  o f  a  p r o o f  
e x p r e s s i o n .  T o  c o n s t r u c t  a  p r o g r a m  f r o m  a n  i n p u t  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n ,  a  c o n s t r u c -  
t i v e  p r o o f  m e t h o d  h a s  b e e n  p r e s e n t e d .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  i s  e x e c u t a b l e  i n  
t h e  s o u r c e  l a n g u a g e ,  a n d  c a n  c o m p u t e  t h e  u n k n o w n  v a l u e s  a s  s p e c i f i e d  b y  t h e  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n .  W e  h a v e  p r o v e d  t h a t  t h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  w i l l  b e  c o r r e c t  w i t h  
r e s p e c t  t o  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n .  
T o  c o n c l u d e  t h e  t h e s i s ,  w e  f i r s t  s u m m a r i s e  t h e  w o r k  p r e s e n t e d  i n  p r e v i o u s  c h a p -  
t e r s ,  a n d  t h e n  g i v e  s o m e  d i r e c t i o n s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h .  
7 . 1  S u m m a r y  o f  T h e s i s  
I n  t h i s  s e c t i o n ,  w e  s u m m a r i s e  t h e  m a i n  c h a p t e r s  o f  t h e  t h e s i s .  
7 . 1 . 1  B a c k g r o u n d  
I n  C h a p t e r  2 ,  w e  b r i e f l y  s u r v e y e d  t h e  s t a t e  o f  t h e  a r t  i n  t h e  a r e a s  o f  p r o g r a m  
t r a n s f o r m a t i o n ,  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s  a n d  s t r a t e g i e s  u s i n g  e x p l i c i t  
i n d u c t i o n ,  e . g .  r i p p l i n g ,  a n d  p r o g r a m  s y n t h e s i s  m e t h o d s .  A  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  
l a n g u a g e  w a s  d e f i n e d  w h i c h  i s  u s e d  t h r o u g h o u t  t h e  t h e s i s .  T h e  h i g h e r  o r d e r  f o r -  
m u l a t i o n  o f  t h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  a l g o r i t h m  w a s  g i v e n  b a s e d  o n  t h e  p r e s e n t a t i o n  i n  
[ 4 6 ] .  W e  r e v i e w e d  t h e  r e c u r s i o n  a n a l y s i s  t e c h n i q u e  u s e d  i n  t h e  B o y e r - M o o r e  T h e o -  
r e m  P r o v e r  t o  s h o w  h o w  t h e  r e q u i r e d  i n d u c t i o n  s c h e m e  f o r  a n  i n d u c t i v e  p r o o f  c a n  
b e  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  r e c u r s i v e  d e f i n i t i o n s  o f  f u n c t i o n s  u s e d  w i t h i n  t h e  i n d u c t i v e  
c o n j e c t u r e .  W e  r e v i e w e d  T u r c h i n ' s  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v -  
i n g  t e c h n i q u e  t o  p r o v e  l o g i c a l  f o r m u l a s  u s i n g  s u p e r c o m p i l a t i o n .  W e  a l s o  s h o w e d  t h e  
r e l a t i o n s h i p  o f  c u t  e l i m i n a t i o n  t o  t h e  r e m o v a l  o f  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s  f r o m  
p r o g r a m s .  
7 . 1 . 2  D i s t i l l a t i o n  
I n  C h a p t e r  3 ,  a n  o v e r v i e w  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w a s  g i v e n  b a s e d  o n  t h e  p r e -  
s e n t a t i o n  i n  [ 4 6 ] .  I t  w a s  s h o w n  h o w  t h e  s u p e r c o m p i l a t i o n  a l g o r i t h m  c a n  b e  e x t e n d e d  
t o  d e v e l o p  t h e  m o r e  p o w e r f u l  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m .  T h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w a s  
d e v i s e d  w i t h  t h e  a i m  t o  r e m o v e  i n t e r m e d i a t e  d a t a  s t r u c t u r e s  f r o m  h i g h e r  o r d e r  
f u n c t i o n a l  p r o g r a m s .  T h e  u n i f i c a t i o n - b a s e d  i n f o r m a t i o n  p r o p a g a t i o n  a n d  t h e  m o r e  
p o w e r f u l  m a t c h i n g  t e c h n i q u e  a d o p t e d  i n  d i s t i l l a t i o n  h a v e  m a d e  t h i s  a l g o r i t h m  v e r y  
s u i t e d  t o  t h e  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  T h e  t r a n s -  
f o r m a t i o n  r u l e s  f o r  d i s t i l l a t i o n  w e r e  p r e s e n t e d ,  a n d  g e n e r a l i z a t i o n  m e t h o d s  w e r e  
d e s c r i b e d  b a s e d  o n  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  t o  e n s u r e  o n - l i n e  t e r m i n a t i o n .  
T h e  
d i s t i l l e d  f o r m  o f  e x p r e s s i o n s  r e s u l t i n g  f r o m  d i s t i l l a t i o n  w a s  a l s o  d e f i n e d .  T h e  p r o o f  
o f  t e r m i n a t i o n  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w a s  g i v e n  b a s e d  o n  t h e  t e r m i n a t i o n  p r o o f  
o f  a  l a n g u a g e  i n d e p e n d e n t  f r a m e w o r k  o f  a n  a b s t r a c t  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r  [ 9 6 ] ,  a n d  
t h e  c o r r e c t n e s s  p r o o f  w a s  g i v e n  b a s e d  o n  t h e  i m p r o v e m e n t  t h e o r e m  o f  S a n d s  [ 8 9 ,  9 0 1 .  
7 . 1 . 3  T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  
I n  C h a p t e r  4 ,  t h e  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s  o f  P o i t i n  w e r e  p r e s e n t e d .  
T h e  l a n g u a g e  a n d  t h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  w e r e  e x t e n d e d  t o  d e a l  w i t h  e x p l i c i t  q u a n t i f i -  
c a t i o n .  T w o  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  w e r e  d e f i n e d  f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n  
t o  d e a l  w i t h  q u a n t i f i e r s  a t  t h e  m e t a - l e v e l ,  a n d  t w o  s e t s  o f  o b j e c t  l e v e l  p r o o f  r u l e s  
h a v e  b e e n  f o r m a l i s e d  t o  p r o v e  p r o o f  e x p r e s s i o n s  w h i c h  c o n t a i n  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n -  
t i a l  v a r i a b l e s .  A  s e t  o f  p o t e n t i a l  i n d u c t i v e  h y p o t h e s e s  i s  m a i n t a i n e d  d u r i n g  u n i v e r s a l  
p r o o f .  A n  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s  i s  o n l y  a p p l i e d  i f  a  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  c a l l  i s  a n  i n -  
s t a n c e  o f  t h e  i n d u c t i v e  h y p o t h e s i s ,  a n d  a t  l e a s t  o n e  o f  t h e  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d  
v a r i a b l e s  i n  t h i s  a p p l i c a t i o n  i s  d e c r e a s i n g .  T h e  e x i s t e n t i a l  p r o o f  r u l e s  u s e  a  p u r e  
e x i s t e n c e  p r o o f  t e c h n i q u e .  T h e  g r e a t  a d v a n t a g e  o f  t h e  p r o o f  t e c h n i q u e s  o f  P o i t i n  i s  
t h a t  t h e s e  t e c h n i q u e s  d o  n o t  r e q u i r e  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s ,  a n d  t h e r e f o r e  h e l p  t o  
r e d u c e  t h e  s e a r c h  r e q u i r e d  i n  a n  i n d u c t i v e  p r o o f .  T h e  s o u n d n e s s  o f  t h e  p r o o f  r u l e s  
w a s  s h o w n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  l o g i c a l  p r o o f  s y s t e m  u s i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s .  
7 . 1 . 4  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  i n  P o i t i n  
I n  C h a p t e r  5 ,  a  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  m e t h o d  w a s  p r e s e n t e d  t o  c o n s t r u c t  a  h i g h e r  o r -  
d e r  f u n c t i o n a l  p r o g r a m  f r o m  a n  i n p u t  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n .  T h e  l a n g u a g e  a n d  t h e  
d i s t i l l a t i o n  r u l e s  w e r e  e x t e n d e d  t o  h a n d l e  A N Y - q u a n t i f i e d  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  
A  
d i s t i l l a t i o n  r u l e  w a s  d e f i n e d  f o r  A N Y  q u a n t i f i c a t i o n ,  a n d  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  r u l e s  
w e r e  d e f i n e d  f o r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r o m  p r o o f  e x p r e s s i o n s .  T h e  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  p r o c e s s  w a s  d e s c r i b e d ,  w h i c h  i n c l u d e s  a  v e r i f i c a t i o n  p r o o f  o f  t h e  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n  t o  r e j e c t  u n s a t i s f i a b l e  s p e c i f i c a t i o n s ,  s o  t h a t  p r o g r a m s  a r e  c o n s t r u c t e d  
o n l y  f r o m  s a t i s f i a b l e  s p e c i f i c a t i o n s .  A s  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  c o n t a i n s  a  p r e c o n d i -  
t i o n ,  a  n e w  s p e c i f i c a t i o n  i s  g e n e r a t e d  b y  r e m o v i n g  t h i s  p r e c o n d i t i o n  a s  i t  d o e s  n o t  
h e l p  t o  d e f i n e  t h e  o u t p u t  d a t a .  A  p r o o f  o f  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  
w a s  a l s o  g i v e n .  
7 . 1 . 5  I m p l e m e n t a t i o n  a n d  R e s u l t s  
I n  C h a p t e r  6 ,  t h e  p r o t o t y p e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n  w a s  p r e -  
s e n t e d .  T h e  d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r ,  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  f o r  t h e  q u a n t i f i e r s  
A L L ,  E X  a n d  A N Y ,  t h e  p r o o f  r u l e s  a n d  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s  w e r e  i m -  
p l e m e n t e d  u s i n g  S t a n d a r d  M L ,  a n d  a d d e d  t o  P o i t i n .  T h e  p r o t o t y p e  o f  P o i t i n  i s  a n  
i n t e g r a t e d  e n v i r o n m e n t  f o r  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  u s -  
i n g  h i g h e r  o r d e r  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s .  S o m e  r e s u l t s  o f  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  
p r o v e r  t o  i n d u c t i v e  t h e o r e m s  a n d  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s  w e r e  p r e s e n t e d .  T h e  r e s u l t s  
a r e  e n c o u r a g i n g  a l t h o u g h  s o m e  s t r a i g h t f o r w a r d  c o n j e c t u r e s  c a n n o t  b e  p r o v e d  u s i n g  
t h e  c u r r e n t  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  P o i t i n  p r o v e d  t h e s e  t h e o r e m s  
f u l l y  a u t o m a t i c a l l y  w i t h o u t  r e q u i r i n g  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s ,  w h e r e a s  t h e  m o s t  
i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v e r s  r e q u i r e  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  t o  p r o v e  s o m e  o f  t h e s e  t h e -  
o r e m s .  W e  p r o v e d  t h a t  t h e  p r o g r a m s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p r o g r a m  s p e c i f i c a t i o n s  
w i l l  b e  c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  s p e c i f i c a t i o n s .  
7 . 2  R e s e a r c h  C o n t r i b u t i o n s  
T h i s  t h e s i s  m a i n l y  c o n t r i b u t e s  t o  t h e  f i e l d s  o f  m e t a c o m p u t a t i o n - b a s e d  i n d u c t i v e  t h e -  
o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n .  W e  h a v e  d e v e l o p e d  a n  i n d u c t i v e  t h e o r e m  
p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r a m e w o r k  t o  d e a l  w i t h  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n .  
T h i s  f r a m e w o r k  c a n  b e  u s e d  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  m a n y  e x i s t i n g  p r o g r a m  t r a n s f o r -  
m a t i o n  a l g o r i t h m s .  W e  h a v e  c h o s e n  t o  u s e  d i s t i l l a t i o n  a s  i t  i s  t h e  m o s t  p o w e r f u l  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  c u r r e n t l y  a v a i l a b l e .  
O u r  w o r k  i s  a  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  o v e r  t h e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  o f  
P o i t i n  [ 4 5 ]  u s i n g  d i s t i l l a t i o n .  I n  [ 4 5 ] ,  a l l  f r e e  v a r i a b l e s  o f  t h e  i n p u t  c o n j e c t u r e s  a r e  
c o n s i d e r e d  i m p l i c i t l y  u n i v e r s a l l y  q u a n t i f i e d ,  a n d  t h e r e  i s  n o  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a t i o n .  
T h e  t h e o r e m  p r o v e r  i s  n o t  c a p a b l e  o f  a n y  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r o m  s p e c i f i c a t i o n s .  
W e  h a v e  e x t e n d e d  t h e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e  o f  P o i t i n  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  u n i v e r -  
s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n s  t o  p r o v e  e x p l i c i t l y  q u a n t i f i e d  i n d u c t i v e  c o n j e c t u r e s  
f u l l y  a u t o m a t i c a l l y .  W e  h a v e  d e f i n e d  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  f o r  q u a n t i f i e r s  a n d  t h e  p r o o f  
r u l e s  f o r  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n s .  W e  h a v e  d e v e l o p e d  a  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  m e t h o d  t o  c o n s t r u c t  c o r r e c t ,  e f f i c i e n t  a n d  e x e c u t a b l e  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s  
f r o m  t h e  p r o o f s  o f  n o n - e x e c u t a b l e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s  u s i n g  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  
r u l e s .  
O u r  i n d u c t i v e  p r o o f  m e t h o d  d o e s  n o t  r e q u i r e  a n y  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s ,  w h i c h  
h e l p s  t o  a v o i d  i n f i n i t e  b r a n c h  p o i n t s  i n  t h e  s e a r c h  s p a c e .  T h e  e x i s t e n t i a l  p r o o f  r u l e s  
p e r f o r m  a  p u r e  e x i s t e n c e  p r o o f  o f  t h e  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e  w i t h o u t  r e q u i r i n g  t o  
c o n s t r u c t  a n y  w i t n e s s .  T h i s  i s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  u s u a l  c o n s t r u c t i v e  a p p r o a c h  
t o  p r o v e  e x i s t e n t i a l  t h e o r e m s  u s i n g  h i g h e r  o r d e r  u n i f i c a t i o n .  T h e  i n c l u s i o n  o f  t h e  
d i s t i l l a t i o n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  w i t h i n  t h e  i n d u c t i v e  t h e o r e m  p r o v i n g  
t e c h n i q u e s  h a s  r e d u c e d  o v e r - g e n e r a l i z a t i o n  a n d  g e n e r a t i o n  o f  n o n - t h e o r e m s .  T h e  
s o u n d n e s s  o f  t h e  p r o o f  t e c h n i q u e s  w a s  s h o w n  w i t h  r e s p e c t  t o  a  l o g i c a l  p r o o f  s y s t e m  
u s i n g  s e q u e n t  c a l c u l u s .  
W e  h a v e  f o r m a l i s e d  a  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  t o  c o n s t r u c t  p r o g r a m s  f r o m  
i n p u t  s p e c i f i c a t i o n s .  T h e  c o n s t r u c t e d  p r o g r a m  i s  c o r r e c t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n -  
p u t  s p e c i f i c a t i o n ,  a n d  e x e c u t a b l e  i n  t h e  s o u r c e  l a n g u a g e .  T h o u g h  t h e  p r o g r a m s  
d e v e l o p e d  i n  t h i s  m e t h o d  a r e  s t i l l  l i m i t e d  t o  s m a l l  p r o b l e m s ,  i t  c a n  h e l p  t o  r e d u c e  
t h e  b u r d e n  o f  a  p r o g r a m m e r  t o  s o m e  e x t e n t  b y  a u t o m a t i n g  t h e  p r o c e s s  o f  w r i t i n g  
p r o g r a m s .  T h i s  i s  t h e  o n l y  m e t h o d  w e  k n o w  o f  w h i c h  c o n s t r u c t s  p r o g r a m s  f r o m  
s p e c i f i c a t i o n s  f u l l y  a u t o m a t i c a l l y .  T h e  p r o o f  o f  c o r r e c t n e s s  o f  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c -  
t i o n  m e t h o d  w a s  a l s o  g i v e n .  W e  a l s o  a r g u e  t h a t  t h e  p r o g r a m s  w h i c h  a r e  c o n s t r u c t e d  
u s i n g  o u r  t e c h n i q u e s  a r e  l i k e l y  t o  b e  m o r e  e f f i c i e n t  t h a n  t h o s e  w h i c h  a r e  g e n e r a t e d  
b y  o t h e r  c o n s t r u c t i v e  m e t h o d s ,  a s  t h e y  a r e  g e n e r a t e d  u s i n g  d i s t i l l a t i o n  w h i c h  h a s  
t h e  m a i n  a i m  o f  m a k i n g  p r o g r a m s  m o r e  e f f i c i e n t .  
T h e  t h e o r e m  p r o v i n g  a n d  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  h a v e  b e e n  i m p l e -  
m e n t e d  a n d  a d d e d  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n .  
T h e  u s e  o f  d i s t i l l a t i o n  w i t h i n  
t h e  f r a m e w o r k  o f  P o i t i n  h a s  e a s e d  t h e  a u t o m a t i o n  o f  t h e  i n d u c t i v e  p r o o f  a n d  p r o -  
g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s  t o  m a k e  P o i t i n  a  f u l l y  a u t o m a t i c  a n d  e f f i c i e n t  t h e o r e m  
p r o v e r .  
7 . 3  F u t u r e  W o r k  
T h e r e  a r e  m a n y  d i r e c t i o n s  f o r  f u t u r e  r e s e a r c h  t h a t  m a y  a r i s e  f r o m  t h i s  t h e s i s ,  w h i c h  
a r e  d e s c r i b e d  b e l o w .  
7 . 3 . 1  D i s t i l l a t i o n  
D i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  i s  a t  t h e  h e a r t  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  P o i t i n ,  a n d  t h e  r a n g e  
o f  i n d u c t i v e  t h e o r e m s  t h a t  c a n  b e  p r o v e d  b y  P o i t i n  d e p e n d s  o n  t h e  p o w e r  o f  d i s t i l -  
l a t i o n .  S p e c i a l  t e c h n i q u e s  a r e  n e e d e d  t o  d e a l  w i t h  c o n j e c t u r e s  i n v o l v i n g  f u n c t i o n s  
d e f i n e d  w i t h  m u t u a l  r e c u r s i o n .  F o r  e x a m p l e ,  e x p r e s s i o n  1  i s  o n e  s u c h  e x a m p l e  w h e r e  
t h e  f u n c t i o n  e v e n l i s t  i s  m u t u a l l y  d e f i n e d  w i t h  a n o t h e r  r e c u r s i v e  f u n c t i o n  o d d l i s t .  
W o r k  i s  u n d e r  w a y  t o  d e v e l o p  t e c h n i q u e s  t o  t r a n s f o r m  s o m e  d i f f i c u l t  e x p r e s s i o n s  a s  
s h o w n  b e l o w  t o  o b t a i n  p r o o f  e x p r e s s i o n s  w h i c h  c a n  b e  u s e d  i n  p r o v i n g  t h e  r e s p e c t i v e  
t h e o r e m s .  
1 .  l e g  ( l e n g t h  ( e v e n l i s t  x s ) )  ( l e n g t h  x s )  
2 ,  e q n u m  ( d o u b l e  x )  ( p l u s  x  x )  
3 .  e q n u m  ( m u l t  x  y )  ( m u l t  y  x )  
4 .  e q n u m  ( l e n g t h  x s )  ( l e n g t h  ( r e v e r s e  x s ) )  
5 .  e q l i s t  ( r e v e r s e  ( r e v e r s e  x s ) )  x s  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  1  e n c o u n t e r s  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  s u b - e x p r e s s i o n s  
i n  t h e  s e c o n d  o c c u r r e n c e  o f  x a  d u e  t o  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s .  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  
o f  e x p r e s s i o n  2  s u f f e r s  f r o m  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s ,  w h i c h  c a n n o t  b e  s o l v e d  w i t h  t h e  
c u r r e n t  g e n e r a l i z a t i o n  t e c h n i q u e .  
O n e  p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  e x t e n d -  
i n g  P o i t i n  t o  b e  a b l e  t o  a l l o w  t h e  u s e  o f  i n t e r m e d i a t e  l e m m a s  w h e r e  s u c h  f a i l u r e s  
a r e  d e t e c t e d .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n s  3 - 5  e n c o u n t e r s  t h e  o c c u r r e n c e  o f  
b o t h  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s  a n d  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s  a s  d i s c u s s e d  i n  $ 6 . 3 .  O n e  
p o s s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h i s  p r o b l e m  i s  t o  i g n o r e  t h e  e m b e d d i n g  o f  a c c u m u l a t i n g  p a t -  
t e r n s ,  a n d  p e r f o r m i n g  g e n e r a l i z a t i o n  o f  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s ,  w h i c h  a r e  u n d e r  
i n v e s t i g a t i o n .  W e  a r e  w o r k i n g  t o  e x t e n d  t h e  p o w e r  o f  d i s t i l l a t i o n .  
T h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  h a s  a l r e a d y  b e e n  i m p l e m e n t e d .  T h e  f u t u r e  d e v e l o p -  
m e n t  i n c l u d e s  a  r e - i m p l e m e n t a t i o n  i n  i t s  o w n  i n p u t  l a n g u a g e  w h i c h  w i l l  a l l o w  t h e  
t r a n s f o r m e r  t o  b e  s e l f - a p p l i c a b l e .  D i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  w i l l  a l s o  b e  i n c o r p o r a t e d  
i n t o  a  f u l l  p r o g r a m m i n g  l a n g u a g e ,  w h i c h  w i l l  a l l o w  a  l o t  o f  p o w e r f u l  o p t i m i s a t i o n s  
t o  b e  p e r f o r m e d  o n  p r o g r a m s  i n  t h e  l a n g u a g e ,  a n d  w i l l  a l s o  a l l o w  t h e  v e r i f i c a t i o n  o f  
p r o p e r t i e s  a b o u t  t h e s e  p r o g r a m s  u s i n g  P o i t i n .  
7 . 3 . 2  I n d u c t i v e  T h e o r e m  P r o v i n g  
P o i t i n  c a n  p r o v e  a  w i d e  r a n g e  o f  i n d u c t i v e  t h e o r e m s .  A s  t h e  f u n c t i o n s  w i t h i n  t h e  
o u t p u t  r e s i d u a l  p r o g r a m s  o b t a i n e d  w i t h  d i s t i l l a t i o n  a r e  p a r a m e t e r i s e d  w i t h  a l l  o f  t h e  
u n i q u e  f r e e  v a r i a b l e s  a p p e a r i n g  i n  a  r e c u r s i v e  e x p r e s s i o n  i n  t h e  p r e - p r o c e s s i n g  p h a s e ,  
t h e  r e c u r s i v e  c a l l  t o  t h i s  f u n c t i o n  m a y  c o n t a i n  n o n - d e c r e a s i n g  v a r i a b l e s .  O n e  m a j o r  
p r o b l e m  i s  c a u s e d  b y  t h e  s u b s t i t u t i o n  o f  p a t t e r n s  f o r  t h e s e  n o n - d e c r e a s i n g  v a r i a b l e s  
d u r i n g  p r o o f  r u l e  a p p l i c a t i o n  o n  s o m e  e x i s t e n t i a l  c o n j e c t u r e s .  W e  a r e  w o r k i n g  t o  
r e s o l v e  t h i s  p r o b l e m .  T h e  c o n j e c t u r e s  b e l o w  s u f f e r  f r o m  t h i s  p r o b l e m .  
E X  y . A L L  x . ( e v e n  x )  + ,  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  
A L L  x . A L L  y . E X  q . E X  r . ( n e q  x  Z e r o )  - +  ( ( e q n u m  ( p l u s  ( m u l t  q  x )  r )  y )  A  
( l e s s  r  x ) )  
T o  s o l v e  t h i s  p r o b l e m ,  w e  p r o p o s e  a  s i n g l e  s e t  o f  p r o o f  r u l e s  f o r  b o t h  u n i v e r s a l  
a n d  e x i s t e n t i a l  q u a n t i f i c a t i o n s  b y  m e r g i n g  t h e  t w o  s e t s  o f  s e p a r a t e  p r o o f  r u l e s  A  a n d  
E .  T h e  d i s t i l l a t i o n  r u l e s  7 2  a n d  7 3  f o r  q u a n t i f i e r s  a n d  t h e  p r o o f  r u l e s  m u s t  i n c l u d e  
p a r a m e t e r s  f o r  t h e  c u r r e n t  q u a n t i f i c a t i o n  s c o p e ,  u n i v e r s a l  a n d  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s .  
E v e n  t h o u g h  t h e  r e s u l t s  f o r  o u r  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s  m a y  a p p e a r  s o m e -  
w h a t  d i s a p p o i n t i n g ,  t h e  m a i n  r e a s o n  f o r  t h e s e  d i s a p p o i n t i n g  r e s u l t s  i s  t h e  p e r f o r -  
m a n c e  o f  d i s t i l l a t i o n .  T h i s  i s  b e c a u s e  P o i t i n  c a n  b e  u s e d  t o  t r y  a n d  p r o v e  o n l y  t h o s e  
c o n j e c t u r e s  w h i c h  c a n  b e  d i s t i l l e d  s u c c e s s f u l l y .  T h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o r i t h m  c a n  b e  
i m p r o v e d  t o  s o l v e  t h e  p r o b l e m s  a s  d e s c r i b e d  i n  $ 7 . 3 . 1 .  W e  h a v e  h o w e v e r  d e v e l o p e d  
a  f r a m e w o r k  f o r  t h e  p r o o f  o f  q u a n t i f i e d  c o n j e c t u r e s  u s i n g  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n .  
T h u s ,  a n y  f u t u r e  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  d i s t i l l a t i o n  
w i l l  a l s o  f e e d  i n  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v i n g  t o  m a k e  i m p r o v e m e n t s  i n  t h i s  a r e a  t o o .  
7 . 3 . 3  P r o g r a m  V e r i f i c a t i o n  
T h e  i n d u c t i v e  p r o o f  t e c h n i q u e s  c a n  b e  u s e d  i n  p r o g r a m  v e r i f i c a t i o n .  T o  p r o v e  a  
p r o p e r t y  P  a b o u t  a  p r o g r a m ,  P  i s  e x p r e s s e d  a s  a n  i n p u t  c o n j e c t u r e  i n  t h e  f o r m  o f  a  
p r o g r a m  i n  t h e  l a n g u a g e .  T h e  t h e o r e m  p r o v i n g  t e c h n i q u e s  c a n  t h e n  b e  u s e d  t o  p r o v e  
P .  A n  a p p l i c a t i o n  o f  i n d u c t i v e  p r o o f  r u l e s  i n  p r o g r a m  v e r i f i c a t i o n  c a n  b e  f o u n d  i n  
[ 4 7 1  
7 . 3 . 4  P r o g r a m  C o n s t r u c t i o n  
T h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  m e t h o d  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  5  c a n  d e a l  w i t h  i n p u t  s p e c i -  
f i c a t i o n s  t h a t  c o n t a i n  a n  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e  w h i c h  i s  A N Y - q u a n t i f i e d .  T h e  c o n s t r u c -  
t i v e  p r o o f  o f  t h e  i n p u t  s p e c i f i c a t i o n  r e s u l t s  i n  a  p r o g r a m  w h i c h  i s  a  f u n c t i o n  t h a t  
c o m p u t e s  t h e  w i t n e s s .  O n e  p o s s i b l e  e x t e n s i o n  t o  t h i s  m e t h o d  i s  t o  d e a l  w i t h  i n p u t  
s p e c i f i c a t i o n s  t h a t  c o n t a i n  m u l t i p l e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  w h i c h  a r e  A N Y - q u a n t i f i e d .  
F o r  e a c h  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e ,  t h e  c o n s t r u c t i v e  p r o o f  w i l l  b e  p e r f o r m e d  s e p a r a t e l y  
t o  c o n s t r u c t  a  f u n c t i o n  t o  c o m p u t e  t h e  w i t n e s s .  T h u s ,  t h e  e x t e n d e d  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  m e t h o d  w i l l  c o n s t r u c t  n  s e p a r a t e  f u n c t i o n s  t o  c o m p u t e  n  w i t n e s s e s .  T h i s  
m e t h o d  i s  a p p l i c a b l e  i f  t h e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  e a c h  o t h e r  w i t h i n  
t h e  s p e c i f i c a t i o n  w h e r e  e a c h  w i t n e s s  c a n  b e  c o m p u t e d  o n l y  i n  t e r m s  o f  t h e  i n p u t  
v a r i a b l e s  u s i n g  t h e  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  r u l e s .  A n  a l t e r n a t i v e  m e t h o d  t o  h a n d l e  
m u l t i p l e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  i s  s h o w n  b e l o w .  
T [ c ( A N Y  e  :  r . e l ) ]  p  4  =  7 [ c ( e 1 " ) ]  p  q5 
w h e r e  
e l 1  =  7 [ e 1 ]  { }  4  
e " '  =  C U e l 1 1  Uel 0  ( f  v ( e l )  \  f  ~ ( 4 )  
I n  t h e  s p e c i f i c a t i o n ,  e  i s  t h e  e x i s t e n t i a l  w i t n e s s ,  w h i c h  i s  a  c o n s t r u c t o r  a p p l i e d  
t o  t h e  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e s  c o n t a i n e d  i n  t h e  e x p r e s s i o n  e l .  A  s e p a r a t e  f u n c t i o n  w i l l  
b e  c o n s t r u c t e d  f o r  e a c h  e x i s t e n t i a l  v a r i a b l e .  
T h e  r e s u l t s  f o r  o u r  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e  m a y  a l s o  a p p e a r  s o m e w h a t  
d i s a p p o i n t i n g .  T h e  m a i n  r e a s o n  f o r  t h e s e  d i s a p p o i n t i n g  r e s u l t s  i s  a g a i n  t h e  p e r -  
f o r m a n c e  o f  d i s t i l l a t i o n .  W e  h a v e  h o w e v e r  d e v e l o p e d  a  f r a m e w o r k  f o r  t h e  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  u s i n g  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n .  T h u s ,  a n y  f u t u r e  i m p r o v e m e n t s  t o  t h e  
p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  a l g o r i t h m  d i s t i l l a t i o n  w i l l  a l s o  f e e d  i n  t o  t h e  p r o g r a m  c o n -  
s t r u c t i o n  t o  m a k e  i m p r o v e m e n t s  i n  t h i s  a r e a  t o o .  
7 . 3 . 5  I m p l e m e n t a t i o n  
T h e  f u t u r e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  t h e o r e m  p r o v e r  i n c l u d e s  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a  
g r a p h i c a l  u s e r  i n t e r f a c e .  R e f i n e m e n t  o f  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  a l g o -  
r i t h m  i s  a l s o  i n  p r o g r e s s  t o  e n h a n c e  i t s  p o w e r .  T h e  g e n e r a l i z a t i o n  t e c h n i q u e  c o u l d  
a l s o  b e  e x t e n d e d  a n d  i m p l e m e n t e d  t o  d e a l  w i t h  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  e x p r e s s i o n s  i n -  
v o l v i n g  m u l t i p l e  e m b e d d i n g s  o f  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l s ,  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s  
a n d  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r s  a t  t h e  s a m e  t i m e  a s  p r o p o s e d  i n  3 7 . 3 . 1 .  A  p o s s i b l e  
s o l u t i o n  t o  t h e  n o n - t e r m i n a t i o n  p r o b l e m  d u e  t o  p a t t e r n  s u b s t i t u t i o n  d u r i n g  p r o o f  
a s  p r o p o s e d  i n  5 7 . 3 . 2  w i l l  a l s o  b e  i m p l e m e n t e d ,  a n d  a d d e d  t o  t h e  t h e o r e m  p r o v e r .  
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[ 4 8 ]  G .  H i g m a n .  O r d e r i n g  b y  d i v i s i b i l i t y  i n  a b s t r a c t  a l g e b r a s .  P r o c .  L o n d o n  M a t h .  
S O C . ,  ( 3 ) : 2 : 3 2 6 - 3 3 6 ,  1 9 7 2 .  
1491 R .  H i n d l e y .  T h e  p r i n c i p a l  t y p e  s c h e m e  o f  a n  o b j e c t  i n  c o m b i n a t o r y  l o g i c .  
T r a n s .  A m .  M a t h .  S o c . ,  1 4 6 ,  1 9 6 9 .  
[ 5 0 ]  W .  A .  H o w a r d .  
T h e  f o r m u l a e - a s - t y p e s  n o t i o n  o f  c o n s t r u c t i o n .  
T o :  H .  B .  
C u r r y :  E s s a y s  o n  C o m b i n a t o r y  L o g i c ,  L a m b d a  C a l c u l u s  a n d  F o r m a l i s m ,  p a g e s  
4 7 9 - 4 9 0 ,  1 9 8 0 .  
[ 5 1 ]  D .  H u t t e r  a n d  A l a n  B u n d y .  T h e  d e s i g n  o f  t h e  C A D E - 1 6  i n d u c t i v e  t h e o r e m  
p r o v e r  c o n t e s t .  
[ 5 2 ]  A .  I r e l a n d .  T h e  u s e  o f  p l a n n i n g  c r i t i c s  i n  m e c h a n i z i n g  i n d u c t i v e  p r o o f s .  
I n  
A .  V o r o n k o v ,  e d i t o r ,  I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e  o n  L o g i c  P r o g r a m m i n g  a n d  A u -  
t o m a t e d  R e a s o n i n g  -  L P A R 9 9 2 ,  v o l u m e  6 2 4  o f  L e c t u r e  N o t e s  i n  A r t i f i c i a l  I n -  
t e l l i g e n c e ,  p a g e s  1 7 8 - 1 8 9 .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  1 9 9 2 .  
[ 5 3 ]  A .  I r e l a n d  a n d  A l a n  B u n d y .  P r o d u c t i v e  u s e  o f  f a i l u r e  i n  i n d u c t i v e  p r o o f .  
J o u r n a l  o f  A u t o m a t e d  R e a s o n i n g  o n  I n d u c t i v e  P r o o f ,  s p e c i a l  e d i t i o n ,  1 6 ( 1 -  
2 ) : 7 9 - 1 1 1 ,  1 9 9 6 .  
[ 5 4 ]  A .  I r e l a n d  a n d  A l a n  B u n d y .  A u t o m a t i c  v e r i f i c a t i o n  o f  f u n c t i o n s  w i t h  a c c u m u -  
l a t i n g  p a r a m e t e r s .  J o u r n a l  of F u n c t i o n a l  P r o g r a m m i n g ,  9 : 2 2 5 - 2 4 5 ,  1 9 9 9 .  
[ 5 5 ]  N .  D .  J o n e s .  A n  i n t r o d u c t i o n  t o  p a r t i a l  e v a l u a t i o n .  A C M  C o m p u t i n g  S u r v e y s  
( C S U R ) ,  2 8 : 4 8 0 - 5 0 3 ,  1 9 9 6 .  
[ 5 6 ]  N .  D .  J o n e s ,  C .  K .  G o m a r d ,  a n d  P .  S e s t o f t .  P a r t i a l  E v a l u a t i o n  a n d  A u t o m a t i c  
P r o g r a m  G e n e r a t i o n .  P r e n t i c e  H a l l  I n t e r n a t i o n a l ,  1 9 9 3 .  
[ 5 7 ]  N e i l  D .  J o n e s .  T h e  e x p r e s s i v e  p o w e r  o f  h i g h e r - o r d e r - t y p e s  o r  l i f e  w i t h o u t  
C O N S .  J o u r n a l  of F u n c t i o n a l  P r o g r a m m i n g ,  1 1 : 5 5 - 9 4 ,  2 0 0 1 .  
[ 5 8 ]  L .  J u l i a .  P r o o f s  b y  s t r u c t u r a l  i n d u c t i o n  u s i n g  p a r t i a l  e v a l u a t i o n .  I n  P r o c e e d i n g s  
of t h e  1 9 9 3  A C M  S I G P L A N  s y m p o s i u m  o n  P a r t i a l  e v a l u a t i o n  a n d  s e m a n t i c s -  
b a s e d  p r o g r a m  m a n i p u l a t i o n ,  p a g e s  1 5 5 - 1 6 6 ,  1 9 9 3 .  
[ 5 9 ]  H .  K a b i r  a n d  G .  W .  H a m i l t o n .  C o n s t r u c t i n g  p r o g r a m s  f r o m  m e t a s y s t e m  t r a n -  
s i t i o n  p r o o f s ,  2 0 0 7 .  S c h o o l  o f  C o m p u t i n g ,  D u b l i n  C i t y  U n i v e r s i t y ,  W o r k i n g  
P a p e r  C A - 0 2 0 7 .  
[ 6 0 ]  H .  K a b i r  a n d  G .  W .  H a m i l t o n .  E x t e n d i n g  P o i t i n  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i c a -  
t i o n .  I n  S i l v i o  R a n i s e ,  e d i t o r ,  P r o c e e d i n g s  of t h e  6 t h  I n t e r n a t i o n a l  W o r k s h o p  
o n  F i r s t - O r d e r  T h e o r e m  P r o v i n g  F T P  2 0 0 7 ,  p a g e s  2 0 - 3 4 ,  2 0 0 7 .  
[ 6 1 ]  H .  K a b i r  a n d  G .  W .  H a m i l t o n .  E x t e n d i n g  P o i t i n  t o  h a n d l e  e x p l i c i t  q u a n t i f i e r s ,  
2 0 0 7 .  S c h o o l  o f  C o m p u t i n g ,  D u b l i n  C i t y  U n i v e r s i t y ,  W o r k i n g  P a p e r  C A - 0 1 0 7 .  
[ 6 2 ]  M .  K a u f m a n n  a n d  J .  S .  M o o r e .  A n  i n d u s t r i a l  s t r e n g t h  t h e o r e m  p r o v e r  f o r  
a  l o g i c  b a s e d  o n  c o m m o n  L I S P .  I E E E  t r a n s a c t i o n s  o n  s o f t w a r e  e n g i n e e r i n g ,  
2 3 ( 4 ) : 2 0 3 - 2 1 3 ,  1 9 9 7 .  
[ 6 3 ]  M a t t  K a u f m a n n ,  P a n a g i o t i s  M a n o l i o s ,  a n d  J .  S t r o t h e r  M o o r e .  
C o m p u t e r -  
A i d e d  R e a s o n i n g -  A n  A p p r o a c h .  K l u w e r  A c a d e m i c  P u b l i s h e r s ,  2 0 0 0 .  
[ 6 4 ]  E m a n u e l  K i t z e l m a n n ,  U t e  S c h m i d ,  M a r t i n  ~ u h l ~ f o r d t ,  a n d  F r i t z  W y s o t z k i .  
I n d u c t i v e  s y n t h e s i s  o f  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s .  L e c t u r e  N o t e s  i n  C o m p u t e r  S c i -  
e n c e ,  2 3 8 5 : 2 6 - 3 7 ,  2 0 0 2 .  
[ 6 5 ]  L .  K o t t .  A b o u t  a  t r a n s f o r m a t i o n  s y s t e m :  A  t h e o r e t i c a l  s t u d y .  I n  P r o c e e d i n g s  
of t h e  3 r d  S y m p o s i u m  o n  P r o g r a m m i n g ,  p a g e s  2 3 2 - 2 6 7 ,  1 9 7 8 .  
[ 6 6 ]  E .  K o u n a l i s ,  A .  B o u h o u l a ,  a n d  M .  R u s i n o w i t c h .  S P I K E :  A n  a u t o m a t i c  t h e -  
o r e m  p r o v e r .  I n  P r o c e e d i n g s  o f  L P A R ' 9 2 ,  L e c t u r e  N o t e s  i n  A r t i f i c i a l  I n t e l l i -  
g e n c e ,  v o l u m e  6 2 4 .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  1 9 9 2 .  
[ 6 7 ]  I n a  K r a a n ,  D a v i d  B a s i n ,  a n d  A l a n  B u n d y .  L o g i c  p r o g r a m  s y n t h e s i s  v i a  p r o o f  
p l a n n i n g .  L O P S T A R - 9 2 ,  p a g e s  1 - 1 4 ,  1 9 9 2 .  
[ 6 8 ]  I n a  K r a a n ,  D a v i d  B a s i n ,  a n d  A l a n  B u n d y .  M i d d l e - o u t  r e a s o n i n g  f o r  s y n t h e s i s  
a n d  i n d u c t i o n .  J o u r n a l  of A u t o m a t e d  R e a s o n i n g ,  1 6 ( 1 - 2 ) : 1 1 3 - 1 4 5 ,  1 9 9 6 .  
[ 6 9 ]  G .  K r e i s e l .  
M a t h e m a t i c a l  l o g i c .  I n  T .  L .  S a t t y ,  e d i t o r ,  L e c t u r e s  i n  M o d e r n  
M a t h e m a t i c s ,  v o l u m e  111, p a g e s  9 5 - 1 9 5 .  J o h n  W i l e y ,  N e w  Y o r k ,  1 9 6 5 .  
[ 7 0 ]  J . B .  K r u s k a l .  T h e  t h e o r y  o f  w e l l - q u a s i - o r d e r i n g :  A  f r e q u e n t l y  d i s c o v e r e d  c o n -  
c e p t .  J o u r n a l  o f  C o m b i n a t o r i a l  T h e o r y ,  A ( 1 3 ) : 2 9 7 - 3 0 5 ,  1 9 7 2 .  
[ 7 1 ]  K .  K .  L a u  a n d  S .  D .  P r e s t w i c h .  T o p - d o w n  s y n t h e s i s  o f  r e c u r s i v e  l o g i c  p r o c e -  
d u r e s  f r o m  f i r s t - o r d e r  l o g i c  s p e c i f i c a t i o n s .  I n  P r o c e e d i n g s  of t h e  I C L P ,  p a g e s  
6 6 7 - 6 8 4 .  S p r i n g e r ,  1 9 9 0 .  
[ 7 2 ]  P .  M a d d e n ,  A l a n  B u n d y ,  a n d  A .  S m a i l l .  R e c u r s i v e  p r o g r a m  o p t i m i z a t i o n  
t h r o u g h  i n d u c t i v e  s y n t h e s i s  p r o o f  t r a n s f o r m a t i o n .  J o u r n a l  of A u t o m a t e d  R e a -  
s o n i n g ,  2 2 : 6 5 - 1 1 5 ,  1 9 9 9 .  
[ 7 3 ]  Z o h a r  M a n n a  a n d  R i c h a r d  W a l d i n g e r .  A  d e d u c t i v e  a p p r o a c h  t o  p r o g r a m  
s y n t h e s i s .  A C M  D a n s a c t i o n s  o n  P r o g r a m m i n g  L a n g u a g e s  a n d  S y s t e m s  
( T O P L A S ) ,  2 : 9 0 - 1 2 1 ,  1 9 8 0 .  
[ 7 4 ]  Z o h a r  M a n n a  a n d  R i c h a r d  W a l d i n g e r .  F u n d a m e n t a l s  o f  d e d u c t i v e  p r o g r a m  
s y n t h e s i s ,  1 9 9 2 .  M a n u s c r i p t ,  C o m p u t e r  S c i e n c e  D e p a r t m e n t ,  S t a n f o r d  U n i -  
v e r s i t y .  
[ 7 5 ]  S .  M a r l o w .  D e f o r e s t a t i o n  f o r  H i g h e r - O r d e r  F u n c t i o n a l  P r o g r a m s .  P h D  t h e s i s ,  
U n i v e r s i t y  o f  G l a s g o w ,  S e p t e m b e r  1 9 9 5 .  
[ 7 6 ]  P .  M a r t i n - L o f .  H a u p s t a t z  f o r  t h e  i n t u i t i o n i s t i c  t h e o r y  o f  i t e r a t e d  i n d u c t i v e  
d e f i n i t i o n s .  I n  J .  E .  F e n s t a d ,  e d i t o r ,  P r o c e e d i n g  o f  t h e  S e c o n d  S c a n d i n a v i a n  
L o g i c  S y m p o s i u m ,  p a g e s  1 7 9 - 2 1 6 .  N o r t h - H o l l a n d ,  1 9 7 1 .  
1771 P .  M a r t i n - L o f .  C o n s t r u c t i v e  m a t h e m a t i c s  a n d  c o m p u t e r  p r o g r a m m i n g .  I n  6 t h  
I n t e r n a t i o n a l  C o n g r e s s  f o r  L o g i c ,  M e t h o d o l o g y ,  a n d  P h i l o s o p h y  of S c i e n c e ,  
1 9 7 9 ,  v o l u m e  V I ,  p a g e s  1 5 3 - 1 7 5 .  N o r t h - H o l l a n d ,  1 9 8 2 .  
[ 7 8 ]  R .  M c D o w e l l  a n d  D .  M i l l e r .  C u t - e l i m i n a t i o n  f o r  a  l o g i c  w i t h  d e f i n i t i o n s  a n d  
i n d u c t i o n .  T h e o r e t i c a l  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  2 3 2 : 9 1 - 1 1 9 ,  2 0 0 0 .  
[ 7 9 ]  R .  M i l n e r .  A  t h e o r y  o f  t y p e  p o l y m o r p h i s m  i n  p r o g r a m m i n g .  J o u r n a l  of C o m -  
p u t e r  a n d  S y s t e m  S c i e n c e ,  1 7 : 2 9 - 6 0 ,  1 9 7 8 .  
[ 8 0 ]  A u g u s t u s  D e  M o r g a n .  I n d u c t i o n  ( m a t h e m a t i c s ) .  I n  P e n n y  C y c l o p a e d i a ,  v o l -  
u m e  X I I ,  p a g e s  4 6 5 - 4 6 6 .  T h e  S o c i e t y  f o r  t h e  D i f f u s i o n  o f  U s e f u l  K n o w l e d g e ,  
C h a r l e s  K n i g h t  &  C o . ,  1 8 3 8 .  
[ 8 1 ]  R .  M .  N i r e n b e r g ,  D .  V .  T u r c h i n ,  a n d  V .  F .  T u r c h i n .  E x p e r i m e n t s  w i t h  a  
s u p e r c o m p i l e r .  I n  P r o c e e d i n g s  of t h e  1 9 8 2  A C M  s y m p o s i u m  o n  L I S P  a n d  
f u n c t i o n a l  p r o g r a m m i n g ,  C o n f e r e n c e  o n  L I S P  a n d  F u n c t i o n a l  P r o g r a m m i n g ,  
P i t t s b u r g h ,  P e n n s y l v a n i a ,  U n i t e d  S t a t e s ,  p a g e s  4 7  -  5 5 ,  1 9 8 2 .  
[ 8 2 ]  G o r d o n  D .  P l o t k i n .  A  n o t e  o n  i n d u c t i v e  g e n e r a l i z a t i o n .  M a c h i n e  I n t e l l i g e n c e  
5 ,  p a g e s  1 5 3 - 1 6 3 ,  1 9 7 0 .  
[ 8 3 ]  G o r d o n  D .  P l o t k i n .  A  f u r t h e r  n o t e  o n  i n d u c t i v e  g e n e r a l i z a t i o n .  
M a c h i n e  
I n t e l l i g e n c e  6 ,  p a g e s  1 0 1 - 1 2 4 ,  1 9 7 1 .  
1841 U d a y  S .  R e d d y .  T e r m  r e w r i t i n g  i n d u c t i o n .  I n  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  t e n t h  i n t e r -  
n a t i o n a l  c o n f e r e n c e  o n  A u t o m a t e d  d e d u c t i o n ,  p a g e s  1 6 2 - 1 7 7 .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  
N e w  Y o r k ,  1 9 9 0 .  
[ 8 5 ]  J .  D .  C .  R i c h a r d s o n .  T h e  U s e  of P r o o f  P l a n s  f o r  T r a n s f o r m a t i o n  of F u n c t i o n a l  
P r o g r a m s  by C h a n g e s  of D a t a  T y p e .  P h D  t h e s i s ,  D e p a r t m e n t  o f  A r t i f i c i a l  
I n t e l l i g e n c e ,  U n i v e r s i t y  o f  E d i n b u r g h ,  J a n u a r y  1 9 9 6 .  
[ 8 6 ]  J .  D .  C .  R i c h a r d s o n .  P r o o f  p l a n n i n g  a n d  p r o g r a m  s y n t h e s i s :  a  s u r v e y .  A m e r -  
i c a n  A s s o c i a t i o n  f o r  A r t i f i c i a l  I n t e l l i g e n c e ,  2 0 0 2 .  
[ 8 7 ]  J .  D .  C .  R i c h a r d s o n ,  A .  S m a i l l ,  a n d  I .  G r e e n .  
S y s t e m  d e s c r i p t i o n :  p r o o f -  
p l a n n i n g  i n  h i g h e r - o r d e r  l o g i c  w i t h  L a m b d a - C l a m .  I n  C .  K i r c h n e r  a n d  
H .  K i r c h n e r ,  e d i t o r s ,  1 5 t h  I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e  o n  A u t o m a t e d  D e d u c t i o n ,  
v o l u m e  1 4 2 1  o f  L e c t u r e  N o t e s  i n  A r t i f i c i a l  I n t e l l i g e n c e ,  p a g e s  1 2 9 - 1 3 3 .  L i n d a u ,  
G e r m a n y ,  1 9 9 8 .  
[ 8 8 ]  D .  S a n d s .  T o t a l  c o r r e c t n e s s  a n d  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  f u n c -  
t i o n a l  p r o g r a m s .  T e c h n i c a l  r e p o r t ,  D I K U ,  U n i v e r s i t y  o f  C o p e n h a g e n ,  D e n -  
m a r k ,  1 9 9 4 .  
[ 8 9 ]  D .  S a n d s .  P r o v i n g  t h e  c o r r e c t n e s s  o f  r e c u r s i o n - b a s e d  a u t o m a t i c  p r o g r a m  t r a n s -  
f o r m a t i o n s .  T h e o r e t i c a l  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  1 - 2 ( 1 6 7 ) : 1 9 3 - 2 3 3 ,  1 9 9 6 .  
[ g o ]  D .  S a n d s .  T o t a l  c o r r e c t n e s s  b y  l o c a l  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
f u n c t i o n a l  p r o g r a m s .  A C M  T r a n s a c t i o n s  o n  P r o g r a m m i n g  L a n g u a g e s  a n d  S y s -  
t e m s ,  1 8 ( 2 ) : 1 7 5 - 2 3 4 ,  M a r c h  1 9 9 6 .  
[ 9 1 ]  A .  S m a i l l  a n d  I .  G r e e n .  A u t o m a t i n g  t h e  s y n t h e s i s  o f  f u n c t i o n a l  p r o g r a m s ,  1 9 9 5 .  
R e s e a r c h  p a p e r  7 7 7 ,  D e p t .  o f  A r t i f i c i a l  I n t e l l i g e n c e ,  U n i v e r s i t y  o f  E d i n b u r g h .  
[ 9 2 ]  A .  S m a i l l  a n d  I .  G r e e n .  
H i g h e r - o r d e r  a n n o t a t e d  t e r m s  f o r  p r o o f  s e a r c h .  I n  
P r o c e e d i n g s  of t h e  I n t e r n a t i o n a l  C o n f e r e n c e  o n  T h e o r e m  P r o v i n g  i n  H i g h e r  
o r d e r  L o g i c s ,  p a g e s  3 9 9 - 4 1 3 ,  1 9 9 6 .  
[ 9 3 ]  D .  R .  S m i t h .  T h e  s y n t h e s i s  o f  l i s p  p r o g r a m s  f r o m  e x a m p l e s .  A u t o m a t i c  p r o g r a m  
c o n s t r u c t i o n  t e c h n i q u e s ,  c h a p t e r  1 5 ,  p a g e s  3 0 7 - 3 2 4 ,  1 9 8 4 .  
[ 9 4 ]  M .  H .  S o r e n s e n .  T u r c h i n ' s  S u p e r c o m p i l e r  R e v i s i t e d .  1 9 9 4 .  M a s t e r ' s  T h e s i s ,  
U n i v e r s i t y  o f  C o p e n h a g e n ,  D e n m a r k .  
[ 9 5 ]  M o r t e n  H .  S m r e n s e n  a n d  R o b e r t  G l i i c k .  A n  a l g o r i t h m  o f  g e n e r a l i z a t i o n  i n  
p o s i t i v e  s u p e r c o m p i l a t i o n .  I n  L o g i c  P r o g r a m m i n g :  P r o c e e d i n g s  of t h e  1 9 9 5  
I n t e r n a t i o n a l  S y m p o s i u m ,  p a g e s  4 6 5 - 4 7 9 ,  1 9 9 5 .  
[ 9 6 ]  M o r t e n  H e i n e  S o r e n s e n .  C o n v e r g e n c e  o f  p r o g r a m  t r a n s f o r m e r s  i n  t h e  m e t r i c  
s p a c e  o f  t r e e s .  L e c t u r e  N o t e s  i n  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  1 4 2 2 : 3 1 5 - 3 3 7 ,  1 9 9 8 .  
[ 9 7 ]  A .  S t e v e n s .  A  r a t i o n a l  r e c o n s t r u c t i o n  o f  B o y e r  a n d  M o o r e ' s  t e c h n i q u e  f o r  
c o n s t r u c t i n g  i n d u c t i o n  f o r m u l a s .  I n  P r o c e e d i n g s  of E u r o p e a n  C o n f e r e n c e  o n  
A r t i f i c i a l  I n t e l l i g e n c e  ( E C A I - 8 8 ) ,  p a g e s  5 6 5 - 5 7 0 ,  1 9 8 8 .  
[ 9 8 ]  P h i l i p  D .  S u m m e r s .  A  m e t h o d o l o g y  f o r  l i s p  p r o g r a m  c o n s t r u c t i o n  f r o m  e x a m -  
p l e s .  J o u r n a l  of t h e  A C M ,  2 4 : 1 6 1 - 1 7 5 ,  1 9 7 7 .  
[ 9 9 ]  S i m o n  T h o m p s o n .  T y p e  T h e o r y  a n d  F u n c t i o n a l  P r o g r a m m i n g .  A d d i s o n - W e s l e y  
P u b l i s h i n g  C o m p a n y ,  1 9 9 1 .  
[ l o o ]  A .  T i u .  A  L o g i c a l  F r a m e w o r k  F o r  R e a s o n i n g  A b o u t  L o g i c a l  S p e c i f i c a t i o n s .  P h D  
t h e s i s ,  P a n e  S t a t e  U n i v e r s i t y ,  2 0 0 4 .  
[ l o l l  V .  F .  T u r c h i n .  T h e  c o n c e p t  o f  a  s u p e r c o m p i l e r .  A C M  T r a n s a c t i o n  o n  P r o -  
g r a m m i n g  L a n g u a g e s  a n d  S y s t e m s ,  8 : 2 9 2 - 3 2 5 ,  1 9 8 6 .  
[ I 0 2 1  V a l e n t i n  F .  T u r c h i n .  T h e  u s e  o f  m e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n  i n  t h e o r e m  p r o v i n g  
a n d  p r o g r a m  o p t i m i z a t i o n .  I n  P r o c e e d i n g s  of t h e  7 t h  C o l l o q u i u m  o n  A u t o m a t a ,  
L a n g u a g e s  a n d  P r o g r a m m i n g ,  v o l u m e  8 5  o f  L e c t u r e  N o t e s  i n  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  
p a g e s  6 4 5  -  6 5 7 .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  1 9 8 0 .  
[ I 0 3 1  V a l e n t i n  F .  T u r c h i n .  M e t a c o m p u t a t i o n :  M e t a s y s t e m  t r a n s i t i o n s  p l u s  s u p e r -  
c o m p i l a t i o n .  I n  D a g s t u h l  S e m i n a r  o n  P a r t i a l  E v a l u a t i o n ,  p a g e s  4 8 1  -  5 0 9 ,  
1 9 9 6 .  
[ I 0 4 1  P .  W a d l e r .  D e f o r e s t a t i o n :  T r a n s f o r m i n g  p r o g r a m s  t o  e l i m i n a t e  t r e e s .  I n  E u -  
r o p e a n  S y m p o s i u m  o n  P r o g r a m m i n g ,  E S O P  ' 8 8 ,  v o l u m e  3 0 0  o f  L e c t u r e  N o t e s  
i n  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  p a g e s  3 4 4 - 3 5 8 .  N a n c y ,  F r a n c e ,  1 9 8 8 .  
[ I 0 5 1  P .  W a d l e r .  D e f o r e s t a t i o n :  T r a n s f o r m i n g  p r o g r a m s  t o  e l i m i n a t e  t r e e s .  T h e o -  
r e t i c a l  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  7 3 : 2 3 1 - 2 4 8 ,  1 9 9 0 .  
[ I 0 6 1  P h i l i p  W a d l e r .  P r o o f s  a r e  p r o g r a m s :  
1 9 t h  c e n t u r y  l o g i c  a n d  2 1 s t  c e n t u r y  
c o m p u t i n g .  
D r  D o b b s  J o u r n a l .  S p e c i a l  S u p p l e m e n t  o n  S o f t w a r e  i n  t h e  2 1 s t  
c e n t u r y ,  D e c e m b e r  2 0 0 0 .  
[ I 0 7 1  T .  W a l s h .  A  d i v e r g e n c e  c r i t i c  f o r  i n d u c t i v e  p r o o f .  J o u r n a l  of A r t i f i c i a l  I n t e l -  
l i g e n c e  R e s e a r c h ,  4 : 2 0 9 - 2 3 5 ,  1 9 9 6 .  
[ I 0 8 1  C .  W a l t h e r .  M e c h a n i s i n g  m a t h e m a t i c a l  i n d u c t i o n ,  H a n d b o o k  o f  L o g i c  i n  A r -  
t i f i c i a l  I n t e l l i g e n c e  a n d  L o g i c  p r o g r a m m i n g .  O x f o r d  U n i v e r s i t y  P r e s s ,  O x f o r d ,  
1 9 9 2 .  
[ l o g ]  C .  P .  W i r t h .  D e s c e n t e  i n f i n i e  +  d e d u c t i o n .  L o g i c  J o u r n a l  of t h e  I G P L ,  1 2 ( 1 ) : 1 -  
9 6 ,  2 0 0 4 .  O x f o r d  U n i v e r s i t y  P r e s s .  
[ I 1 0 1  H .  Z h a n g .  R e d u c t i o n ,  s u p e r p o s i t i o n  a n d  i n d u c t i o n :  A u t o m a t e d  r e a s o n i n g  i n  a n  
e q u a t i o n a l  l o g i c .  P h D  t h e s i s ,  R e n s s e l a e r  P o l y t e c h n i c  I n s t i t u t e ,  S c h e n e c t a d y ,  
N e w  Y o r k ,  1 9 8 8 .  
[ I l l ]  H .  Z h a n g ,  D .  K a p u r ,  a n d  M .  S .  K r i s h n a m o o r t h y .  A  m e c h a n i z a b l e  i n d u c t i o n  
p r i n c i p l e  f o r  e q u a t i o n a l  s p e c i f i c a t i o n s .  I n  P r o c e e d i n g s  of t h e  9 t h  I n t e r n a t i o n a l  
C o n f e r e n c e  o n  A u t o m a t e d  D e d u c t i o n ,  L e c t u r e  N o t e s  I n  C o m p u t e r  S c i e n c e ,  
v o l u m e  3 1 0 ,  p a g e s  1 6 2  -  1 8 1 .  S p r i n g e r - V e r l a g ,  L o n d o n ,  U K ,  1 9 8 8 .  
A p p e n d i x  A  
D i s t i l l a t i o n  
A . 1  E x a m p l e s  
A .  1 . 1  A c c u m u l a t i n g  P a t t e r n s  
I n  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e ,  w e  d e m o n s t r a t e  h o w  d i s t i l l a t i o n  a v o i d s  t h e  n o n -  
t e r m i n a t i o n  p r o b l e m  d u e  t o  a c c u m u l a t i n g  p a t t e r n s .  
E x a m p l e  1 4  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 ) .  
e v e n  ( p l u s  x  x )  ( 1 4 . 1 )  
D u r i n g  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  w e  e n c o u n t e r  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 2 )  w h i c h  i s  a  
n o n - s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 ) .  
e v e n  ( p l u s  x "  ( S u c c  ( S u c c  x " ) ) )  ( 1 4 . 2 )  
F u r t h e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 2 )  w i l l  c a u s e  n o n - t e r m i n a t i o n  b e c a u s e  
o f  s u c c e s s i v e l y  l a r g e r  e x p r e s s i o n s  a n d  f o l d i n g  c a n n o t  b e  p e r f o r m e d .  
T h e  m o s t  
s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e s e  t w o  e x p r e s s i o n s  i s  t h e r e f o r e  p e r f o r m e d  t o  a c h i e v e  
t e r m i n a t i o n  o f  t h e  d i s t i l l a t i o n  p r o c e s s ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  t r i p l e :  
( e v e n  ( p l u s  x  v ) ,  { v  : =  x ) ,  { v  : =  S u c c  ( S u c c  x " ) ) )  
T h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 )  i s  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 3 ) .  
l e t  v  =  x  i n  e v e n  ( p l u s  x  v )  
T h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 )  i s  r e p l a c e d  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  t r a n s -  
f o r m i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 3 ) .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 3 )  r e s u l t s  i n  t h e  
p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  w h i c h  i s  s h o w n  i n  F i g .  A .  1 .  W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 4 )  f r o m  
t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e v e n  v "  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 .  
N o d e  a :  c a s e  v "  o f  
( 1 4 . 4 )  
Z e r o  :  T r u e  
(  S U C C  v " '  :  c a s e  v " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S U C C  v " "  :  R e p e a t  f 2 :  e v e n  v " "  
E x p r e s s i o n  ( 1 4 . 4 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  
s h o w n  i n  F i g .  A . 2 .  W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 5 )  f r o m  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e v e n  v " "  
w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 .  
N o d e  f 3 :  c a s e  v " "  o f  
( 1 4 . 5 )  
Z e r o  :  D u e  
I  S U C C  v " " '  :  c a s e  u " " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S u c c  v " " "  :  R e p e a t  f 3 :  e v e n  v " " "  
E x p r e s s i o n  ( 1 4 . 5 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 4 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  
c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 5 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  w h i c h  i s  s h o w n  i n  F i g .  A . 3 .  T h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 6 )  i s  
c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 3 .  
l e t r e c  f  2  =  X u " .  c a s e  v "  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S U C C  v " '  :  c a s e  v " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v l l l l  :  f 2  v l l l l  
I n  a  s i m i l a r  w a y ,  w e  o b t a i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 7 )  f r o m  
t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e v e n  v '  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 .  
l e t  v  =  x  i n  e v e n  ( p l u s  x  v )  
1  
e v e n  ( p l u s  x  v )  +  -  -  
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F i g u r e  A . l :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 1 )  f o r  T I e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
I  N o d e  f 2 :  c a s e  v "  o f  .  .  . I  
1  
c a s e  v "  o f  .  .  .  
a+/+ V l l  =  e r a  d l  =  S ~ C C  v t t l
c a s e  v " '  o f  .  .  .  
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F i g u r e  A . 2 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 2 )  f o r  7 [ e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
I  N o d e  f 2 :  c a s e  v "  o f  .  .  .  j, 
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l ~ o d e  f 3 :  c a s e  v " '  o f  .  .  . I  
F i g u r e  A . 3 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 3 )  f o r  T u e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
l e t r e c  f  3  =  X v ' .  c a s e  P I '  o f  
Z e r o  :  T h e  
I  S u c c  v t '  :  c a s e  4 s "  o f  
Z e r o  :  F a E s e  
(  S U E  v t t '  :  f 3  e t " '  
i n  f 3  v t  
W e  o b t a i n  e x p r a s i o n  ( 1 4 . 8 )  f r o m  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e v e n  ( p l u s  x  u )  w i t h i n  
t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 .  
N o d e  f D :  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  v  o f  
Z e m  :  h e  
1  S u c c  v '  :  c a s e  v '  o f  
Z e w  :  F d s e  
(  S U C C  V "  :  l e t r e c  
f  2  =  X v " .  c a s e  v "  o f  
Z e m  :  T h e  
I  S u c c  v"' :  c a s e  w f P '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
)  S u m  u " "  :  f 2  2 1 " "  
i n  f 2  a t J  
1  S U C C  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  c a s e  v  o f  
Z e r o  :  F a b e  
1  S ~ c c  v\ l e t r e c  
f 3  =  X v t . c a s e  n' o f  
Z e r o  :  T r u e  
1  S u c c  v "  :  c a s e  v "  o f  
Z e r o  : F a l s e  
1  S ~ L C C  u " '  :  f 3  0 " '  
i n  f 3  v '  
I  S u c c  x "  :  R e p e a t  f D :  e v e n  ( p l u s  x "  v )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 8 )  p r o c e e d s  a s  s h e w n  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  o f  P i g .  A . 4 .  
I  N o d e  f O :  c a s e  x  o f  .  .  . I  
I  
l e t r e c  f  2  =  .  .  .  i n  f 2  v "  
\  
I  
F i g u r e  A . 4 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 4 )  f o r  T [ e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
W e  c o n s t r u c t  r e s i d u a l  p r o g r a m s  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 1 4 . 9 )  a n d  ( 1 4 . 1 0 )  f r o m  
t h e  s u b - t r e e s  r o o t e d  a t  f 2  v ' '  a n d  f  3  T I '  r e s p e c t i v e l y  w i t h i n  t h e  p a r t i d  p r o c e s s  t r e e  
s h o w n  i n  F i g .  A . 4 .  
l e t r e c  f  1  =  X u " .  c a s e  v "  o f  
( 1 4 . 9 )  
Z e r o  :  T h e  
I  S U C C  v ' "  :  c a s e  v . " '  o f  
Z e r o  :  F a h e  
I  S u c c  v t r t r  :  f 1  v ~ ' ' ~  
i n  f l  u r '  
l e t r e c  f  E  =  X v ' .  c a s e  v '  o f  
Z e r o  :  D u e  
1  S U C C  O "  :  c a s e  v "  o f  
Z e m  :  F a b e  
1  S u c c  u " '  :  f l  v "  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 1 )  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  
i n  F i g .  A . 4  i s  p e r f o r m e d  i n  a  s i m i l a r  w a y  t o  t h a t  o f  t h e  e x p r e s s i o n  e v e n  ( p l u s  x  v )  
i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 .  
e v e n  ( p l u s  x "  v )  ( 1 4 . 1 1 )  
D u r i n g  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  m p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 2 )  i s  e n c o u n t e r e d  w h i c h  i s  a n  
i n s t a n c e  o F  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 1 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  
o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 , 1 2 $ .  
e v e n  ( p l u s  a " "  v )  ( 1 4 . 1 2 )  
T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 1 )  t h e r e f o r e  r e s u l t s  i n  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 3 ) .  
N o d e  f l :  
c a s e  x u  o f  
Z e r o  :  c a s e  e  o f  
Z e m  :  W e  
I  S u m  v r  :  c a s e  v r  o f  
Z e r o  :  J i h i s e  
1  S U C C  v i '  :  l e t r e c  
f  3  =  A d t .  c a s e  e r "  o f  
Z e r o  :  % L E  
1  S U C C  v " '  :  c a s e  v " k f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v i " '  :  f 3  v " "  
i n  f 3  w N  
1  S ~ L C C  x t t i  :  c a s e  r " '  o f  
Z e m  :  c a s e  s t  o f  
Z e r o  :  F a k e  
1  S u c c  v '  :  l e t r e c  
f  4  =  X v ' .  c a s e  v '  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  v "  :  c a s e  u "  o f  
Z e r o  :  F a k e  
(  S u c c  p r " '  :  f 4  Y " '  
i n  f 4  v '  
1  S u m  x " "  :  R e p e a t  f l :  e v e n  ( p l u s  xF"' v )  
E x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 3 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 8 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  
c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 4 . 1 3 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g .  
A . 5 .  W e  c o n s t r u c t  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  
( 1 4 . 1 4 )  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 5 .  
F i g u r e  A . 5 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 5 )  f o r  T u e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
letrec 
f 0 = kc. case x of 
Zem : case v of 
Zero : f i e  
1 Smc v' : ease v' of 
Zero : False 
( Succ v" : letrec 
fl  = Xul'.case vtl of 
Zero : f i e  
SUCC v"' : case w'" of 
Zero .o Fabe 
I SBCC 0""" : fl er"" 
in fl v" 
1 Szrcc x' : case x1 of 
Zero : case u of 
Zero : False 
Svcc v' : Ietree 
j1 = Au'. case v1 of 
Zera : %e 
( SMC v" : case w'' of 
Zem : Fabe 
1 succ vtt' : fl o"' 
13y substituting back the extracted variable x for the variable v within expres- 
sion (14.14), wc obtain the residual program given by expression (14.15) from the 
transformation of expression (14.3). 
l e t r e c  
f  0  =  A x 1 .  c a s e  x E  o f  
Z e r o  :  c a s e  s  o f  
Z m  : h e  
I  S u m  ~ r '  :  c a s e  v '  o f  
Z e m  :  F a l s e  
1  S U C C  V "  :  l e t r e c  
f  1  =  X v " .  c a s e  v "  a f  
Z c m  :  T h ~ e  
)  S U C C  v " '  :  c a s e  a " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v " "  :  j l  w t r l '  
i n  f l  v t E  
I  S U C C  x '  :  c a s e  5 '  o f  
Z e r o  :  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  F e l s e  
I  S u c c  v '  :  I e t r e c  
f  1  =  X u ' .  c a s e  v '  o f  
Z e r o  :  :i? 
I  S U C C  O "  :  c a s e  v "  o f  
Z e m  :  F a b e  
I  s x c c  v " '  :  f l  0 ' "  
T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 6  i s  o b t a i n e d  b y  t r a n s f o r m i n g  e x p r e s s i o n  
( 1 4 . 1 5 ) .  W e  c o n s t r u c t  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  s h o w n  i n  F i g .  A . 7  f i - o m  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  o f  F i g .  A . 6 .  
> e j - o f k & c  
x  =  Z e r o  
1  
c a s e  x' o f  .  .  .  
I  
I  
/  
/  
/  
c a s e  ( Z e r o )  o f  .  .  .  
I  
1  T r u e  1  
F i g u r e  A . 6 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 6 )  f o r  T u e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
-  
-  -  
l e t r e c  f  0  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  : T r u e  
(  S U C C  x' :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  s u c c  2'  :  f 0  2 "  
in f O  x  
F i g u r e  A . 7 :  R e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  T i e v e n  ( p l u s  x  x ) ]  
A .  1 . 2  A c c u m u l a t i n g  P a r a m e t e r s  
I n  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e ,  w e  d e m o n s t r a t e  h o w  d i s t i l l a t i o n  a v o i d s  t h e  n o n -  
t e r m i n a t i o n  p r o b l e m  d u e  t o  a c c u m u l a t i n g  p a r a m e t e r s .  
E x a m p l e  1 5  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 )  u s i n g  t h e  a c c u m u l a t i n g  v e r s i o n  o f  
t h e  d o u b l e  f u n c t i o n  g i v e n  b y  d o u b l e a  a s  s h o w n  i n  F i g .  3 . 2 .  T h i s  e x a m p l e  i s  a d o p t e d  
f r o m  [ 4 5 ] .  
e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o )  ( 1 5 . 1 )  
W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 2 )  b y  u n f o l d i n g  t h e  f u n c t i o n  e v e n  w i t h i n  t h e  i n p u t  
e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 ) .  
c a s e  ( d o u b l e a  x  Z e r o )  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S U C C  2' :  c a s e  x '  o f  
Z e m  :  F a l s e  
1  S a c c  x "  :  e v e n  s f '  
A f t e r  a  f e w  f u r t h e r  s t e p s ,  w e  e n c o u n t e r  e x p r e s s i o n  ( 1 5 , 3 )  w h i c h  i s  a  n o n - s t r i c t  
h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 2 ) .  
c a s e  ( d o u b l e a  x '  ( S u c c  ( S u m  Z e r o ) ) )  o f  
Z e r o  : T h e  
1  S U C C  x 1  :  c a s e  z' o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S u c c  x r f  :  e v e n  x "  
T h e  m o s t  s p c c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 1 5 . 2 )  a n d  ( 1 5 . 3 )  i s  t h e r e f o r e  
p e r f o r m e d .  T h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 2 )  i s  g i w n  b y  t h e  f o l l o w i n g  
e x p r e s s i o n  ( 1  5 . 4 ) .  
l e t  v  =  Z e r o  
i n  c a s e  ( d o . t a b l c a  x  z )  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S U C C  9' :  c a s e  x' o f  
Z e ~ u  ;  F a h e  
1  S u c c  2 "  ;  C T h 5 , n  x t t  
T h e  r e m a i n i n g  g e n e r a l i z e d  e x p r e s s i o n  i s  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 5 ) .  
c a s e  ( d o u b l e a  x  v )  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  X I  :  c a s e  X I  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S U C C  x l '  :  e v e n  x "  
T h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 2 )  i s  r e p l a c e d  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  t r a n s f o r m -  
i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 4 ) ,  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 8 .  
l e t  v  =  Z e r o  i n  c a s e  ( d o u b l e a  x  v )  o f  .  .  .  
I  
c a s e  ( d o u b l e a  x  v )  o f  .  .  .  
- .  
\  
\  
+  
\  
\  
1  c a s e  ( c a s e  x  o f  .  .  . )  o f  .  .  . I  
\  
\  
c a s e  ( d o u b l e a  x '  ( S u c c  ( S u c c  v ) ) )  o f  .  .  .  
.  
.  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
F i g u r e  A . 8 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 1 )  f o r  T [ e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o ) ]  
W i t h i n  t h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e ,  t h e  e x p r e s s i o n  e v e n  v " "  i s  e n c o u n t e r e d  w h i c h  
i s  a n  i n s t a n c e  of t h e  e x p r e s s i o n  e v e n  v " .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  a t  t h e  
o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  e v e n  v " " .  W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 6 )  f r o m  t h e  s u b - t r e e  
r o o t e d  a t  e v e n  v "  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 8 .  
N o d e  f 2 :  c a s e  v "  o f  
( 1 5 . 6 )  
Z e r o  : T r u e  
I  S u c c  v " '  :  c a s e  v " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v " "  :  R e p e a t  f 2 :  e v e n  v " "  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 6 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  T h e  d e t a i l s  o f  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n  a r e  
s h o w n  i n  t h e  p r e v i o u s  e x a m p l e .  D u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  of e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 6 ) ,  w e  
e n c o u n t e r  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 7 )  
N o d e  f 3 :  c a s e  v " "  o f  
Z e r o  :  T r u e  
(  S u c c  v " " '  :  c a s e  v " " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S U C C  v l l l l l l  :  R e p e a t  f 3 :  e v e n  v " " "  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 7 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 6 ) .  S o ,  a  r e p e a t  n o d e  i s  c r e a t e d  
a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 7 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  
i n  F i g .  A . 9 .  
-  
5  
%  
c a s e  v "  o f  .  .  ,  
x  \  
\  
- .  
\  
\  
\  
\  
F i g u r e  A . 9 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 2 )  f o r  T u e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o ) ]  
T h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 8 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 9 .  
l e t r e c  f  2  =  X v " .  c a s e  v "  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  v " '  :  c a s e  v " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v " "  :  f 2  v " "  
i n  f 2  v "  
W i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 8 ,  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 9 )  i s  e n c o u n -  
t e r e d ,  w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 5 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  
a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 9 ) .  
c a s e  ( d o u b l m  x' ( S U C C  ( S T L C C  v ) ) )  o f  
Z e r o  :  T w e  
1  S u c c  x i  :  c a s e  2 '  o f  
Z e n ,  :  F a l s e  
1  S u c c  x "  :  e v e n  z "  
W c  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 0 )  f r o m  t , h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e s  s h o w n  i n  F i g .  A . 8  
a n d  A . 9 .  
N o d e  f l :  c a s e  s  o f  
Z e r o  :  c a s e  o f  
Z e r o  :  T h e  
1  S U C C  e r '  :  c a s e  Y '  a f  
Z e r o  :  F t l b e  
2  S U C C  u "  :  l e t r e c  
f  2  =  X v " .  c a s e  u * '  o f  
Z e r o  :  f i e  
1  S P L C C  u s ' \  c a s e  e ' "  o f  
Z e r o  :  F a b e  
1  s m c c  v ' " ~  :  f 2  v f l " "  
i n  1 2  w "  
1  S u c c  x '  :  R e p e a t  f l :  c a s e  ( d o a b b e c a  x '  ( S ? j c c  ( S z s c e  v ) ) )  o f  
Z e r o  :  E w e  
(  S u c c  x '  :  c a s e  x '  a f  
Z e m  :  F a k c  
I  S U C C  x "  :  e v e n  x "  
( 1 5 . 1 0 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 0 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g ,  A . 1 0 .  W i t h i n  t h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( F i g .  A . 1 0 ) ,  e x p r e s s i o n  
( 1 5 . 1 1 )  i s  e n c o u n t e r e d  w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  t h e  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 9 ) .  A  r e p e a t  n o d e  
i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  of e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 1 ) .  
c a s e  ( d o u b l e u  x "  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  v))))) o f  
( 1 5 . 1 1 )  
Z e r o  :  D u e  
(  S u c c  x '  :  c a s e  x' o f  
Z e r o  : F a l s e  
I  S U C C  x l i  :  e v e n  3' 
I  N o d e  f l :  c a s e  x  o f  .  .  . ]  
I  
+  
I  c a s e  x  o f  .  .  . ]  
c a s e  ( d o u b l e a  x '  ( S u c c  ( S u c c  v ) ) )  o  
!  
/  
/  
/  
/  
c a s e  ( c a s e  x '  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
/  
/  
/  
/  
/  
/  
/  
/  
/  
/  
/  
s e  ( d o u b l e a  x "  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S U C C  v ) ) ) ) )  o f  .  .  .  
I  
I  
I  
e r o  , r t r  , 1  
F a l s e  
f 2  v " "  
F i g u r e  A . l O :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 3 )  f o r  7 [ e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o ) ]  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 2 )  i s  t h e r e f o r e  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e x p r e s -  
s i o n  ( 1 5 . 9 )  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 0 .  
N o d e  f 2 :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  f 3  =  X u .  c a s e  v  o f  
Z e r o  :  T r u e  
(  S U C C  V ' :  c a s e  v '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v "  :  f 3  v "  
i n  f 3  u  
I  S u c c  x "  :  R e p e a t  f 2 :  c a s e  ( d o u b l e a  x "  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  v ) ) ) ) )  o f  
Z e r o  :  T r u e  
)  S u c c  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S U C C  x "  :  e v e n  x "  
( 1 5 . 1 2 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 2 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  
D u r i n g  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  
p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  a s  s h o w n  i n  F i g .  A . l l  i s  c o n s t r u c t e d .  W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  
( 1 5 . 1 3 )  f r o m  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  a t  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 1 )  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . l l .  
N o d e  f 3 :  ( 1 5 . 1 3 )  
c a s e  x "  o f  
Z e r o  :  l e t r e c  f  5  =  X u .  c a s e  v  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S U C C  v ' :  c a s e  v '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S u c c  v "  :  f 5  v "  
i n  f 5  u  
I  S u c c  x " '  :  R e p e a t  f 3 :  c a s e  ( d o u b l e a  x " '  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  v ) ) ) ) ) ) )  o f  
Z e r o  : T r u e  
I  S U C C  x ' :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  x "  :  e v e n  x "  
T h e  l a b e l s  f2 a n d  f3 o f  t h e  N o d e  e x p r e s s i o n s  ( 1 5 . 6 )  a n d  ( 1 5 . 7 )  a r e  r e u s e d  i n  
d e f i n i n g  t h e  l a b e l s  o f  t h e  N o d e  e x p r e s s i o n s  ( 1 5 . 1 2 )  a n d  ( 1 5 . 1 3 ) .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  
of e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 5 )  r e s u l t s  i n  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 0 ) .  T h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 0 )  i s  u s e d  t o  r e p l a c e  t h e  s u b t r e e  r o o t e d  
a t  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 5 )  i n  F i g .  A . 8 .  S o ,  t h e  r e u s e  of l a b e l s  d o e s  n o t  c a u s e  a n y  i n c o n s i s -  
t e n c y  a s  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 5 )  a n d  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 0 )  i n v o l v e s  t w o  
s e p a r a t e  p a s s e s .  T h e  f u n c t i o n  n o d e  a t  t h e  r o o t  i s  l a b e l l e d  w i t h  a  s m a l l e r  n a t u r a l  
n u m b e r  p r e c e d e d  w i t h  t h e  c h a r a c t e r  f ,  w h e r e a s  t h e  l a b e l s  i n  t h e  s u b t r e e s  a r e  d e f i n e d  
w i t h  i n c r e a s i n g  v a l u e s  i n  e a c h  p a s s .  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 3 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 2 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  
c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 3 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 2 .  
]  N o d e  f 2 :  c a s e  x' o f  .  .  .  )  
I  
I  l e t r e c  f  3  =  .  .  .  i n  f 3  u  I  
1  I  
\  
\  
\  
\  x' =  S u c c  
\  
\  
\  
I  c a s e  ( d o u b l e a  XI' ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  u ) ) ) ) )  o f  .  .  .  k  -  ,. 
J  0  
0  
0  
0  
I  c a s e  ( c a s e  x "  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  (  
C 0  
+  / '  
c a s e  ( d o u b l e a  x u '  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  ( S u c c  v ) ) ) ] ) ) )  o f  .  .  .  
F i g u r e  A . l l :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 4 )  f o r  ' T B e v e n  ( d o u b a e a  x  Z e r o ) ] ]  
I  o d e  f a :  c a s e  z '  o f  .  .  .  
-  N  
i t  
\  
\  
M  I  /  
I ~ p e t r e c  f 3  =  .  - .  i n  f 3  v ]  I  
l ~ o d e  f 3 :  c a s e  s t '  o f  .  .  . I  
F i g u r e  A . 1 2 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 5 )  f o r  T [ e v e n  ( d o u b l e t t  x  ~ e r a j ]  
W e  c o n s t r u c t  e x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 4 )  f r o m  t h e  p a r t i d  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A .  1 2 .  
l e t r e c  f  2  =  A s ' .  c a s e  z '  o f  
Z e r o  
:  l e t r e c  f  3  =  X u .  c a s e  v  o f  
Z e r o  :  E w e  
I  S u c c  v '  :  c a s e  u' o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  u " :  f 3  v "  
i n p  u  
1  S u c c  2 "  :  f 2  x "  
i n  f 2  x' 
F r o m  a l l  o f  t h e  a b o v e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  o r i g i n a l  e x p r e s s i o n ,  w ( ?  o b t a i n  t h e  
f o l l o w i n g  e x p ~ e s s i o n  ( 1 5 . 1 5 ) .  
case x of 
Zero : case w of 
Zero : T h e  
I SUCC vt  : case v' o f  
Zew ul Falae 
1 SUCC V" : tetrec j 2  = Xu". case v N  of 
Zero : l h e  
( SUCC v"' : case w"' of 
Zen, : Fabe 
I SUCC vtf" : f2 v'IE' 
in f2 v" 
( Sesce x' : Ietree f 2 = AxF. case x' of 
Zero : letrec f 3 = Xu. ease v of 
Xem : True 
( Succ v' : case v' of 
Zero : Fabe 
I stlcc w" : p utf 
The extracted sub-expression Zero is substituted back in to  expression (15,15) 
for the variable v ,  which results in expression (15.16). 
c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  Z e r o  o f  
Z e n ,  E  7 h e  
1  S U C C  v '  :  c a s e  ~ r '  o f  
Z e r o  :  P u l s e  
I  S v c c  P "  :  l e t r e c  f 2  =  X v " .  c a s e  p i t '  O F  
Z e r m  :  f i e  
(  S ~ c c  u'" :  c a s e  u " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S 2 6 c c  ? I " "  :  f 2  t i f ' '  
i n  f Z  s t '  
I  S m c  x '  :  l e t r e c  f  2  =  X z ' .  c a s e  x h o f  
Z e r o  :  I e t r e e  f 3  =  X u ,  c a s e  v  o f  
Z m  :  me 
I  S U C C  v '  :  c a s e  v ' c i f  
Z e m  :  F a l s e  
1  S u c c  a "  :  j 3  v "  
E x p r e s s i o n  ( 1 5 . 1 a )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  w h i c h  r w l t s  i n  t h e  p a r t i d  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g ,  A . 1 3 .  
p k - 1  
I  l e t r e c  f 2  =  .  .  .  i n  f 2  x' I  
1  
\  
\  
\  
I  
l e t r e c  f 3  =  .  .  .  i n  f 3  Z e r o  
f 3  Z e r o  
a
c a s e  Z e r o  o f  .  .  .  
I  
F i g u r e  A . 1 3 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 6 )  f o r  7 [ e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o ) ]  
T h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 4  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 3 .  
c a s e  x  o f  
Z e r o  :  T r u e  
1  S u c c  x' :  
l e t r e c  f l  =  A x ' .  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  x "  :  f l  I "  
i n  f l  x' 
F i g u r e  A . 1 4 :  R e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  T [ [ e v e n  ( d o u b l e a  x  Z e r o ) ]  
A . 1 . 3  O b s t r u c t i n g  F u n c t i o n  C a l l s  
I n  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e ,  w e  d e m o n s t r a t e  h o w  d i s t i l l a t i o n  p e r f o r m s  g e n e r a l i z a t i o n  o f  
a n  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l  t o  o b t a i n  a  s u c c e s s f u l  t r a n s f o r m a t i o n .  A n  o b s t r u c t i n g  
f u n c t i o n  c a l l  i s  d e t e c t e d  w h e n  t h e  c u r r e n t  e x p r e s s i o n  i s  a  s t r i c t  e m b e d d i n g  o f  a  
p r e v i o u s l y  e n c o u n t e r e d  e x p r e s s i o n .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  o b s t r u c t i n g  f u n c t i o n  c a l l  i s  
e x t r a c t e d  f r o m  t h e  e m b e d d i n g  e x p r e s s i o n .  
Example 16 
Consider the transformation of the following expression (16.1) using disl;illatim. 
append (.reverse x$) ys (16.1) 
Aftcr a, coupIe of steps, we obtain expression (16.2). 
case (mverse m) of 
Nil : ys 
1 Cons z as' : Cons x (append x d  ys) 
We encounter cxpression (16.3) during further transformation of expression (16.2). 
case (append (mverse xs') (Cons r Nil))  of (16,3) 
Nil : ys 
1 Cons x x d  : Gun9 x (append xs' ys) 
Expression (16.3) is a strict embedding of expression (16.2). The embedded 
sub-expression is therefore extracted from cxpression (16.3) to give thc generalized 
expression (16.4). 
Iet v = reveme xs' (16.4) 
in case (case v of 
Nl : Cons x Nil 
I Cow x' zs' : Cona z' (append xs' Cons x N i l ) ) )  of 
Nil : ys 
1 Cons x xst : Cons s ( ~ p p e n d  xs' ys) 
Thc sub-trce rooted at expression (16.3) is replaced with the result of transform- 
ing expression (16.4). The transformation proceeds as shown in Fig. A.15, 
a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s  
G  
( c a s e  ( r e v e r s e  x s )  o f  .  .  . I  
I  l e t  v  =  r e v e r s e  x s '  i n  c a s e  ( c a s e  v  o f  .  .  . )  o f  .  .  . ]  
%  
c a s e  ( a p p e n d  v '  ( C o n s  x  N i l ) )  o f  .  .  .  
I  
+  
( c a s e  ( c a s e  v '  o f  .  .  . )  o f  . . A  
C o n s  
\  
,  
1  C o n s  v '  ( a p p e n d  ( a p p e n d  v "  ( C o n s  x  N i l ) )  y s )  I  
I  a p p e n d  ( a p p e n d  v "  ( C o n s  x  N i l ) )  y s  I  
F i g u r e  A . 1 5 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 1 )  f o r  T i a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s J l  
T h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  ( 1 6 . 5 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  s u b - t r e e  r o o t e d  
a t  a p p e n d  ( a p p e n d  v '  ( C o n s  x  N i l ) )  y s .  
N o d e  f O :  c a s e  v '  o f  
N i l  :  C o n s  x  y s  
I  C o n s  v '  v "  :  C o n s  v' ( R e p e a t  f O  :  a p p e n d  ( a p p e n d  v "  ( C o n s  x  N i l ) )  y s )  
( 1 6 . 5 )  
T h i s  p r o g r a m  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  O n  f u r t h e r  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  r e p e a t  
n o d e ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 6 ) :  
N o d e  f l :  c a s e  v "  o f  
N i l  :  C o n s  x  y s  
(  C o n s  v "  v " '  :  C o n s  v "  ( R e p e a t  f l  :  a p p e n d  ( a p p e n d  v"' ( C o n s  x  N i l ) )  y s )  
( 1 6 . 6 )  
W e  c a n  s e e  t h a t  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 6 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 5 ) .  A  r e p e a t  
n o d e  i s  c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 6 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 6 .  
- - - - _  
- .  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
I  
v "  ( C o n s  x  N i l ) )  y s )  (  I  I  
/  
/  
:  c a s e  v l '  o f  .  .  . I  
F i g u r e  A . 1 6 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 2 )  f o r  7 [ a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s ]  
T h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  s u b - t r e e  r e p l a c e s  t h e  s u b - t r e e  w h i c h  w a s  r o o t e d  a t  
a p p e n d  ( a p p e n d  v '  ( C o n s  x  N i l ) )  y s  i n  t h e  p r e v i o u s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  
F i g .  A . 1 5 .  T h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  ( 1 6 . 7 )  i s  g e n e r a t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  s u b - t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 6 .  
l e t r e c  f  0  =  X v ' .  c a s e  v '  o f  
N i l  :  C o n s  x  y s  
I  C o n s  v '  v "  :  C o n s  v '  ( f 0  v " )  
i n  f O  v '  
The transformation of the original generalized expression therefore results in the 
followjng residual program (16.8): 
case v of (16.8') 
Nil : Cons 3 ys 
1 Cons v v1 : Cons v (letrec f 0 = Xvl.case vt of 
Nil : Cons s ys 
I Cons .vt v" ; Cons a" dfO u") 
in f0 v') 
After substituting the extract~d subexpression reverse zal for u, we obtain the 
followjng expression (16.9): 
case (reverse xs') of (16.9) 
Nil : Cons x ys 
I Cons v u' : Cons v (letrec fO = XwE.case v h f  
Nil : Cons a: ys 
1 Cons v' w" : Cons uJ (fO w") 
in fO v ' )  
After further transformation, we obtain the fallowing expression (16.10): 
case (append (reverse xs"} (Cons X I  Ni l ) )  of (16.10) 
Nib : Cons x p 
I Cons w v' : C O ~ S  v (letrec f 0 = Xvt.case v' o f  
Nil : Coons x ys 
I Cons v' wrt : Cons 21' (JO v") 
in fO v ' )  
We can see that exprewion (16.10) is a shict emheclding of expression (16.9). 
The embedded sub-expression is therefore axtracted from expression (1 6.10) to give 
the generalized expression (16.11). 
l e t  v  =  r e v e r s e  x s "  
i n  c a s e  ( c a s e  v  o f  
N i l  :  C m s  x '  N i l  
1  C o n s  x  x s l  :  C o n s  x  ( a p p e n d  m '  ( C o n s  s t  N i l ) ) )  o f  
N i l  :  C o n s  x  g s  
1  C a n s  v u' :  C a n s  w  ( l e t r e c  f 0  =  X v t . c a s e  v '  o f  
N i l  :  C o n s  x  g r s  
1  C o n s  v 1  v "  :  C O T I S  v t  ( J I  u " )
i n  f O  v ' )  
T h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  ( 1 6 . 1 2 )  i s  g e n e r a t e d  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  
t h e  a b o v e  g c n e r d i z e d  e x p r e s s i o n .  
c a s e  v  o f  
N i l  
:  C o n s  x '  ( C o w  x  y s )  
I  C o n s  v  w '  :  C o n s  v  (  l e t r e c  f  2  =  X v ' .  c a s e  Y '  o f  
N i l  
:  C o n s  a' ( C o n s  x  y s )  
1  C o n s  u '  v "  :  C o n s  v '  ( f 2  v " )  
i n  f 2  v') 
( 1 6 . 1 2 )  
A f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e  e x t , r a c t e d  s u b - e x p r e s s i o n  r e v e r s e  z s f '  f o r  v ,  w e  o b t a i n  t h e  
f o E l o w i n g  e x p r e s s i o n  ( 1  6 . 1 3 )  :  
c a s e  ( r e v e r s e  x s " )  o f  
N i l  
:  C o n s  s f  ( C o n s  x  y s )  
1  C o n s  v  v '  :  C o l a s  ' W  (  l e t r e c  f  2  =  X v J .  c a s e  v '  o f  
N i l  :  C o n s  x' ( C o n s  x  y s )  
1  C o n s  v '  v "  :  C o n s  v' ( f 2  v " )  
i n  f 2  v ' )  
( 1 6 . 1 3 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 3 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 9 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  
c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 3 ) .  T h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  
( 1 6 . 1 4 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 9 ) .  
N o d e  f O :  
c a s e  a s '  o f  
N i l  :  C o n s  x  y s  
(  C o n s  x '  x s "  :  R e p e a t  f 0 :  
c a s e  ( r e v e r s e  x s " )  o f  
N i l  :  C o n s  x '  ( C o n s  x  y s )  
I  C o n s  v  v '  :  C o n s  v  ( l e t r e c  
f O  =  X v ' .  c a s e  v '  o f  
N i l  
:  C o n s  x '  ( C o n s  x  y s )  
I  C o n s  v '  v "  :  C o n s  v '  ( f O  v " )  
i n  f 0  v ' )  
E x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 4 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  
O n  f u r t h e r  t r a n s f o r m a t i o n  of t h e  
r e p e a t  n o d e ,  w e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 5 ) .  
N o d e  f l :  
c a s e  x s "  o f  
N i l  
:  C o n s  x '  ( C o n s  x  y s )  
I  C o n s  x "  x s " '  :  R e p e a t  f l :  
c a s e  ( r e v e r s e  x s " ' )  o f  
N i l  
:  C o n s  x "  ( C o n s  x '  ( C o n s  x  y s ) )  
1  C o n s  v  v '  :  C o n s  v  ( l e t r e c  
f  0  =  X u ' .  c a s e  v '  o f  
N i l  
:  C o n s  x "  ( C o n s  x '  ( C o n s  x  y s ) )  
I  C o n s  v '  v "  :  C o n s  v '  ( f O  v " )  
i n  f O  v ' )  
E x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 5 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 4 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  c r e a t e d  
a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 6 . 1 5 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  
i n  F i g .  A . 1 7 .  
N o d e  f O :  c a s e  x s '  o f  .  .  .  
+ - - - \ \ , ,  
- - q -  ,-, 
N o d e  f l :  c a s e  x s "  o f  .  .  .  
F i g u r e  A . 1 7 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 3 )  f o r  T u a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s ]  
T h e  f o l l o w i n g  r e s i d u a l  p r o g r a m  s h o w n  i n  F i g .  A . 1 8  i s  e v e n t u a l l y  c o n s t r u c t e d  
f r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g s  A . 1 5  a n d  A . 1 7 .  
c a s e  x s  o f  
N i l  :  y s  
I  C o n s  x  x s '  :  l e t r e c  f O  =  X x s ' . A x . X y s . c a s e  x s '  o f  
Nil :  C o n s  x  y s  
I  C o n s  x '  x s "  :  f O  x s "  x '  ( C o n s  x  y s )  
i n  f O  X S '  x  y s  
F i g u r e  A . 1 8 :  R e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  T b a p p e n d  ( r e v e r s e  x s )  y s ]  
T h i s  p r o g r a m  d o e s  n o t  c r e a t e  a n y  i n t e r m e d i a t e  s t r u c t u r e s .  T h i s  t r a n s f o r m a t i o n  
d e m o n s t r a t e s  t h e  s i g n i f i c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  p r o g r a m  t r a n s f o r m a t i o n  u s i n g  d i s t i l l a -  
t i o n  o v e r  o t h e r  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h n i q u e s .  
A .  1 . 4  
E x a m p l e s  f o r  T h e o r e m  P r o v i n g  
W e  g i v e  s o m e  e x a m p l e s  u s i n g  d i s t i l I a t i o n  a l g o r i t h m  t o  t r a n s f o r m  i n p u t  e x p r e s s i o n s ,  
w h i c h  c a n  t h e n  b e  u s e d  t o  p r o v e  t h e  r e s p e c t i v e  t h e o r e m s .  
F i g .  A . 1 9  s h o w s  s o m e  o f  t h e  f u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  w h i c h  a r e  u s e d  w i t h  t h e  d e f i n -  
i t i o n s  o f  t h e  f u n c t i o n s  e q n u m ,  p l u s  o f  C h a p t e r  2  a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n  
e v e n  o f  C h a p t e r  3  t o  t r a n s f o r m  t h e  i n p u t  e x p r e s s i o n s .  
i f f  =  X x . X y . c a s e  x  o f  
D u e  :  y  
I  F a l s e  :  c a s e  y  o f  
D u e  :  F a l s e  
(  F a l s e  :  T r u e  
d o u b l e  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  Z e r o  
I  S u c c  x '  :  S U C C  ( S U C C  ( d o u b l e  x ' ) )  
F i g u r e  A .  1 9 :  F u n c t i o n  d e f i n i t i o n s  
I n  t h e s e  e x a m p l e s ,  i f  a  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  d o e s  n o t  f i t  i n t o  a  s i n g l e  p a g e ,  w e  
r e f e r  t o  t h e  s u b t r e e  t o  b e  c o n n e c t e d  b y  l a b e l l i n g  t h e  r o o t  n o d e  a s  m .  
E x a m p l e  1 7  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 7 . 1 ) .  
I n  t h i s  e x a m p l e ,  
we d o  n o t  g i v e  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e s  c o n s t r u c t e d  d u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .  
E x p r e s s i o n  ( 1 7 . 1 )  s t a t e s  t h e  c o m m u t a t i v i t y  o f  p l u s  t h e o r e m  f o r  n a t u r a l  n u m b e r s .  
e q n u m  ( p l u s  x  y )  ( p l u s  y  x )  ( 1 7 . 1 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 7 . 2 )  i s  o b t a i n e d  b y  u n f o l d i n g  t h e  f u n c t i o n  e q n u m  w i t h i n  e x p r e s s i o n  
( 1 7 . 1 ) .  
c a s e  ( p l u s  x  y )  o f  
Z e r o  
:  c a s e  ( p l u s  y  x )  o f  
Z e r o  : T r u e  
1  S u c c  y '  :  F a l s e  
I  S u c c  x '  :  c a s e  ( p l u s  y  x )  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
(  S U C C  y' :  e q n u m  x '  y' 
D u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 7 . 2 ) ,  e x p r e s s i o n  ( 1 7 . 3 )  i s  e n c o u n t e r e d .  
e q n u m  ( p l u s  x '  ( S u c c  y ' ) )  ( p l u s  y '  ( S u c c  x ' ) )  
( 1 7 . 3 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 7 . 3 )  i s  a  n o n - s t r i c t  h o m e o m o r p h i c  e m b e d d i n g  of e x p r e s s i o n  ( 1 7 . 1 ) .  
T h e  m o s t  s p e c i f i c  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n s  ( 1 7 . 1 )  a n d  ( 1 7 . 3 )  i s  t h e r e f o r e  
p e r f o r m e d .  W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1  7 . 4 )  f r o m  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 7 . 1 ) .  
l e t  v  =  y ,  v '  =  x  i n  e q n u m  ( p l u s  x  u )  ( p l u s  y  v ' )  
( 1 7 . 4 )  
B y  t r a n s f o r m i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 7 . 4 ) ,  w e  o b t a i n  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  w h i c h  i s  
s h o w n  i n  F i g .  A . 2 0 .  
E x a m p l e  1 8  
C o n s i d e r  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 ) .  
i f l  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x )  ( 1 8 . 1 )  
W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 2 )  b y  u n f o l d i n g  i f l  w i t h i n  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 ) .  
letrec fO = Xx.Xy. case x of 
Zero : case y of 
Zero : True 
( Succ g' : letrec f 1 = Ay'. case y' of 
Zero : f i e  
I Sacc 3" : ff y" 
in fJ g' 
I Sam I' : case of 
Zem : letrec f 1 = Ax'. ease x' of 
Zem : %e 
I SUCC 5" : fl XI' 
in f1 x' 
1 Succ v' : f0 x' u' 
in fO x g 
Figure A.20: Residual program for ~ c q w u m  (pbua x y] (plus y s)] 
case (even x )  of (18.2) 
True : qnum ((double y) s 
I False : case (eqnum (double y) s) of 
? h e  : False 
1 False : T h e  
After a few steps, we encounter expression (18.3) which is a non-strict homeo- 
morphic embedding of expression (18.2). 
case (even x") of (18.3) 
True : epum (double y) ( S ~ C C  (SUCC dt))  
I &be : case (eqnum (double 11) (Succ (Succ d'))) of 
l7ue : Fabe 
( False : True 
The most specific generalization of the expressions (18&2) and 118.3) is therefore 
performed. The generalization of expression (18.2) results in the expression (18.4). 
l e t  u  =  x  i n  c a s e  ( e v e n  x )  o f  
T r u e  :  e q n u m  ( d o u b l e  y )  u  
I  F a l s e  :  c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  u )  o f  
D u e  :  F a l s e  
I  F a l s e  :  D u e  
T h e  s u b t r e e  r o o t e d  a t  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 2 )  i s  r e p l a c e d  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  t r a n s f o r m i n g  
t h e  g e n e r a l i z e d  f o r m  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 2 ) .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 4 )  
p r o c e e d s  a s  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 1 .  
W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 5 )  f r o m  t h e  s u b t r e e  r o o t e d  a t  e q n u m  ( d o u b l e  y )  u  
w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 1 .  
N o d e  f 2 :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  c a s e  u  o f  
Z e r o  :  T r u e  
1  S u c c  u '  :  F a l s e  
(  S u c c  y' :  c a s e  u  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
(  S u c c  u '  :  c a s e  u '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  u "  :  R e p e a t  f 2 :  e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  v "  
( 1 8 . 5 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 8 . 5 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d  w h i c h  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  
s h o w n  i n  F i g .  A . 2 2 .  
D u r i n g  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 6 )  w i t h i n  t h e  
p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 2  i s  p e r f o r m e d  i n  a  s i m i l a r  w a y  t o  t h a t  o f  t h e  
e x p r e s s i o n  e q n u m  ( d o u b l e  y )  u  w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 1 .  
e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  u "  ( 1 8 . 6 )  
D u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 6 ) ,  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 7 )  i s  e n c o u n t e r e d  
w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 6 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  a t  t h e  
o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 7 ) .  
e q n u m  ( d o u b l e  y " )  u " "  
l e t  v  =  x  i n  c a s e  ( e v e n  x )  o f  
D u e  :  e q n u m  ( d o u b l e  y )  v  
I  F a l s e  :  c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  v )  o f  
T r u e  :  F a l s e  
I  F a l s e  :  T r u e  
I  
I  
\  
I  
I  
I  
)  c a s e  ( c a s e  x '  o f  .  .  . )  o f  .  .  . I  I  
e q n u m  ( d o u b l e  y )  v  
d
+  
I  c a s e  ( d o u b l e  y )  o f  .  .  . I  
I  -  ' I  
I  
m < = , L o  x L  S u c c  s "  ,  /  
\  
\  
\  
\  
c a s e  ( e v e n  x " )  o f  .  .  .  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
e q n u m  ( S u c c  ( d o u b l e  y ' ) )  v '  
/  !  
c a s e  v '  o f  .  .  ,  
I  
/  
/  
e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  V "  
F i g u r e  A . 2 1 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 1 )  f o r  T [ i f f  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  
N o d e  f 2 :  c a s e  y  o f  .  .  . I  
I  
c a s e  y  o f  .  .  .  
r - - l
W - L y  y  =  e r o  Y 1  ,  
r  
1  e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  V "  
-  -  - -  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
\  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
I  
/  
c a s e  ( S u c c  ( d o u b l e  y " ) )  o f  .  .  .  
1  
I  
I  
\ I \  e q n u m  ( d o u b l e  y " )  v " "  
F i g u r e  A . 2 2 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 2 )  f o r  7 [ i f  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  
W e  o b t a i n  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 8 )  f r o m  t h e  s u b t r e e  r o o t e d  a t  e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  v "  
w i t h i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 2 .  
N o d e  f 3 :  c a s e  y '  o f  
Z e r o  :  c a s e  v "  o f  
Z e r o  :  T r u e  
1  S u c c  v " '  :  F a l s e  
1  S u c c  y" :  c a s e  v "  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S U C C  v " '  :  c a s e  v " '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S u c c  v " "  :  R e p e a t  f 3 :  e q n u m  ( d o u b l e  y " )  v " "  
( 1 8 . 8 )  
E x p r e s s i o n  ( 1 8 . 8 )  i s  a n  i n s t a n c e  of e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 5 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  
c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  of e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 8 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 3 .  
F i g u r e  A . 2 3 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 3 )  f o r  T i i f f  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  
T h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 9 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 3 .  
letrec f 2 = Xg.Xv. case y of 
Zero : case v of 
Zero : f i e  
1 Succ u' : False 
1 Succ y' : case v of 
Zero : Fate 
( SUGC 'u' : case v' of 
Zem : False 
1 Succ 0" : f% y' v" 
in f.2 y v 
As shown in Fig. A.21, at terminal m, expression (18.10) is encountered. 
case (eqmm (double 8 )  u )  of 
T h e  : Fabe 
1 False : True 
The partial process tree shown in Fig, A.24 is obtained by transforming expression 
(18+10). 
During the transformation of expression (18.10), expression (18.11) is encoun- 
tered which is an instance of expression (18.10). A repeat node is therefore creatcd 
at the occurrence of expression (18.11), 
case (qnuna (double y') u") of 
! h e  : Fabe 
) False : l h s e  
We obtain expressian (18.12) from the partial process krec shown in Fig. A.24. 
4  
c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  v )  o f  
I  " e  :  " s e ,  I - - - - -  - .  
1  F a l s e  :  h e  
- .  
\  
\  
\  
\  
\  
1  
\  
\  
1  
I  
1  
c a s e  ( c a s e  v  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
c a s e  ( c a s e  v  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
I  
1  
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1  
t  
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I  
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I  
c a s e  ( c a s e  ( S u c c  ( d o u b l e  I  
y ' ) )  o f  .  .  . )  o f  .  .  .  
I . -  r T ; i , -  ,  
\  
, / / '  ,  
c a s e  e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  V "  o f  .  .  .  
F i g u r e  A . 2 4 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 4 )  f o r  T [ i g  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  ( C o n t .  
o f  F i g .  A . 2 1 )  
N o d e  f 2 :  
c a s e  y  o f  
Z e r o  :  c a s e  u  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
1  S u c c  u' :  T r u e  
1  S u c c  y' :  c a s e  u  o f  
Z e r o  :  T r u e  
(  S u c c  u' :  c a s e  u '  o f  
Z e r o  :  T r u e  
I  S u c c  u "  :  R e p e a t  f 2 :  c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  u " )  o f  
T r u e  :  F a l s e  
I  F a l s e  :  T r u e  
E x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 2 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  T h e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o c e e d s  a s  s h o w n  
i n  F i g .  A . 2 5 .  
I  t  o d e  f 2 :  c a s e  y  o f  .  .  .  (  
4  
I  c a s e  w  o f  .  .  . I  
c a s e  u  o f  .  .  .  
R  
c a s e  u  o f  .  .  .  
d - r L u c c  v '  
. I  I T r u e l  
I  " " S t :  "  U1 
u' =  z & o  
u' 4  S u c c  u "  
T u c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y ' )  u " )  o f  
T r u e  :  F a l s e  
I  F a l s e  :  D u e ]  
F i g u r e  A . 2 5 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 5 )  f o r  T [ i #  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  
D u r i n g  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  sf e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 3 )  i s  p e r f o r m 4  
i n  a  s i m i l a r  w a y  t o  t h a t  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 0 )  a s  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 4 .  
c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y') v " )  o f  
( 1 8 . 1 3 )  
l h s e  :  F a b e  
1  F a l s e  :  2 h e  
D u r i n g  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 3 1 ,  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 4 )  i s  e n c o u n -  
t e r e d ,  w h i c h  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 3 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  t h e r e f o r e  c r e a t e d  
s t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 4 ) .  
c a s e  ( e q n u m  ( d o d d e  y " b v " " )  o f  
l h e  :  F a l s e  
(  F a l s e  :  h e  
T h o  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 3 )  t h e r e f o r e  r e s u l t s  i n  t h e  f o l l o w i n g  
e x p r m s i o n  ( 1 8 . 1 5 ) .  
N o d e  f 3 :  ( 1 8 . 1 5 )  
c a s e  q l t  o f  
Z e r o  :  c a s e  v "  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v " '  :  W e  
(  S u c c  y "  :  c a s e  u "  o f  
Z e r o  :  * e  
I  S U C C  v "  :  c a s e  w l "  o f  
Z e r o  :  D u e  
1  S U G C  v n r r  :  R e p e a t  f 3 :  c a s e  ( e q n u r n  ( d o u b l e  9 " )  v " " )  o f  
r l r t l e  :  F a l s e  
1  F a l s e  :  T h e  
N o w ,  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 5 )  i s  a n  i n s t a n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 2 ) .  A  r e p e a t  n o d e  i s  
t h e r e f o r e  c r e a t e d  a t  t h e  o c c u r r e n c e  o f  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 5 ) .  T h i s  r e s u l t s  i n  t h e  p a r t i a l  
p r o c e s s  t r e e  w h i c h  i s  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 6 .  
N o d e  f 2 :  c a s e  y  o f  .  .  .  
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F i g u r e  A . 2 6 :  P a r t i a l  p r o c e z s  t r e e  ( 6 )  f o r  T [ i #  ( e v e n  x )  ( e g n u m  ( d o z r b l c  y )  x ) ]  
F r o m  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  s h o w n  i n  P i g .  A . 2 6 ,  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v c n  b y  
e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 6 )  i s  c o n s t r u c t e d .  
l e t r e c  f  2  =  A y . X . v .  c a s e  y  o f  
( 1 8 . 1 6 )  
Z e r o  :  c a s e  v  o f  
Z e m  :  F a l s e  
t  S u c c  v '  :  h e  
1  S u c c  y '  :  c a s e  v  o f  
Z e r o  :  D u e  
I  S u c c  e r '  :  c a s e  v' o f  
Z e m  :  P u e  
I  S u c c  T I 1 '  :  f 2  p 1  v t '  
i n  f 2  y  u  
T h u s ,  t h e  a b o v e  t r a n s f o r m a t i o n  r e s u l t s  i n  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 7 ) .  
N o d e  f l :  
c a s e  x  o f  
Z e r o  :  I e t r e c  
j 2  -  X y . X w . c a s e  3  o f  
Z e m  :  c a s e  w  o f  
Z e n ,  : P a e  
1  S u m  u' :  F a l s e  
I  S u c c  y t  :  c a s e  v  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S U C C  V ?  c a s e  v '  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  s a c c  v "  :  f 2  1~"'~
i n  f , ?  y  ' U  
1  S U C C  2' :  c a s e  x' o f  
Z e r o  :  l e t r e c  
f  2  =  A y . X v .  c a s e  y  o f  
Z e m  :  c a s e  u  o f  
Z e r o  :  F a l s e  
I  S u c c  v' :  f i e  
1  S u c c  y P  :  c a s e  
o f  
Z e m  : T h e  
I  S u m  u' :  c a s e  e r '  o f  
Z e r o  ::e 
I  S u c c  v l "  :  f 2  y' u "  
i n f 2  8  v  
(  S u c c  a "  :  R e p e a t  f l :  c a s e  ( e v e n  X I "  o f  
D u e  :  e q n u m  ( d o u b l e  y )  v  
1  F a l s e  :  c a s e  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  v )  o f  
T h e  :  F a l s e  
1  F a l s e  :  T h e  
E x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 7 )  i s  f u r t h e r  t r a n s f o r m e d .  W e  s k i p  t h e  d e t a i l s  o f  t h i s  t r a n s f o r -  
m a t i o n .  T h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  g i v e n  b y  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 8 )  i s  c o n s t r u c t e d  f r o m  t h i s  
t r a n s f o r m a t  i o n .  
I e t r e c  
f f  =  X x , c a s e  x  o f  
Z e m  :  l e t r e c  
f 2  =  X y . X v .  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  c a s e  w  o f  
Z e r o  :  h e  
1  S u c c  v '  :  F a l s e  
I  S U C C  g '  :  c a s e  w  o f  
Z e m  :  F a l s e  
1  S u m  V '  :  c a s e  p t E  o f  
Z e r o  :  F a h e  
1  S U C G  O "  :  f 2  y F  dl 
i n  j.9 g r  v  
1  S U C C  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e w  :  l e t r e c  
f 2  =  X y . X u . c a s e  $ r  o f  
Z e r o  :  c a s e  v  o f  
Z e m  :  F a l s e  
1  S u c c  v '  :  hr: 
I  S U C C  y '  :  c a s e  v  o f  
Z e m  :  T h e  
I  S a c c  v '  :  c a s e  u' o f  
Z m  : T h e  
1  S U C C  v "  :  f 2  y '  v "  
B y  s u b s t i t u t i n g  b a c k  t h e  e x t r a c t e d  v a r i a b l e  z  f o r  v  w i t h i n  e x p r e s s i o n  ( 1 8 . 1 8 ) ,  a n d  
b y  t r a n s f o r m i n g  t h e  e x p r e s s i o n  r e s u l t i n g  f r o m  t h e  s u b s t i t u t i o n ,  t h e  p a r t i a l  p r o c e s s  
t r e e  s h o w n  i n  F i g .  A . 2 7  i s  o b t a i n e d .  
F r o m  t h i s  p a r t i a l  p r o c e s s  t r e e ,  w e  c o n s t r u c t  t h e  r e s i d u a l  p r o g r a m  s h o w n  i n  
F i g .  A . 2 8 .  
( l e t r e c  f 2  =  .  .  .  i n  f 2  y  ( S u c c ( Z e r o ) )  I  
I, 
, &  &] k * '  
y  =  e r o  y  =  S q c c  y' 
F i g u r e  A . 2 7 :  P a r t i a l  p r o c e s s  t r e e  ( 7 )  f o r  T [ i #  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  
l e t r e c  f l  =  A x .  c a s e  x  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  T r u e  
1  S u c c  y '  :  F a l s e  
(  S u c c  x '  :  c a s e  x '  o f  
Z e r o  :  c a s e  y  o f  
Z e r o  :  D u e  
(  S u c c  y' :  D u e  
1  S u c c  2 "  :  f l  x "  
i n  f l  x  
F i g u r e  A . 2 8 :  R e s i d u a l  p r o g r a m  f o r  T [ i f f  ( e v e n  x )  ( e q n u m  ( d o u b l e  y )  x ) ]  
A p p e n d i x  B  
T h e o r e m  P r o v i n g  i n  P o i t i n  
B . 1  E x a m p l e  
E x a m p l e  1 9  
C o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  c o n j e c t u r e  ( 1 9 .  I ) ,  w h i c h  s t a t e s  t h a t  t h e  l e n g t h  o f  a p p e n d i n g  
t w o  l i s t s  i s  c q u d  t o  t h e  a d d i t i o n  o f  t h e i r  i n d i v i d u a l  l e n g t h s .  
A L L  z s . A L L  y s . e q n u m  ( l e n g t h  ( a p p e n d  x s  g s ) )  ( p b s  ( l e n g t h  z s )  ( l e n g t h  y s ) )  
( 1 9 . 1 )  
T h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n  of t h e  f u n c t i o n  l e n g t h  i s  u s e d  a l o n g  w i t h  t h e  d e f i -  
n i t i o n s  o f  a p p e n d ,  e q n u n a  a n d  p l u s  a s  d e f i n e d  i n  C h a p t e r  2 .  
l e n g t h  =  h x s . c a s e  x s  o f  
N i l  :  Z e r o  
I  O o n s  x  x s '  :  S U C C  ( l e n g t h  2 s ' )  
T h e  p r o o f  o f  c o n j e c t u r e  ( 1 9 . 1 )  i s  g u i d e d  b y  d i s t i l l a t i o n  r u l e  ( 7 2 )  ( F i g .  4 . 4 ) .  R u l e  
( 7 2 )  a p p l i e s  d i s t i l l a t i o n  t o  e x p r e s s i o n  ( 1 9 . 2 ) .  
e q n u m  ( l e n g t h  ( a p p e n d  x s  y s ) )  ( p l u s  ( l e n g t h  x s )  ( l e n g t h  y s ) )  ( 1 9 . 2 )  
A p p l y i n g  d i s t i l l a t i o n  t o  e x p r e s s i o n  ( 1 9 . 2 ) ,  w e  o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  d i s t i l l e d  e x -  
p r e s s i o n  ( 1 9 . 3 ) .  
l e t r e c  
f 0  =  X x s .  c a s e  x s  o f  
N i l  :  c a s e  y $  o f  
N i l  :  f i e  
(  C o n s  g  3 s '  :  I e t r e c  
f 1  =  X y d .  c a s e  y a r  o f  
N i l  :  T r u e  
[  C a n s  y '  y 5 "  :  f l  ~ 8 ' '  
T h e  p r o o f  o f  t h e .  c o r r e s p o n d i n g  p r o o f  e x p r e s s i o n  o b t a i n e d  b y  p r e - p r o c e s s i n g  e x -  
p r e s s i o n  ( 1 9 . 3 )  p r o c e e d s  a s  s h o w n  b e l o w .  
A u l e t r e c  
f O  =  X z s . X y s . c a s e  x s  o f  
N i l  :  c a s e  y s  o f  
N i l  :  f i u e  
(  C o n s  y  y s '  :  l e t r e c  
f 1  =  X y s ' .  c a s e  y s '  o f  
N i l  :  T r u e  
I  C o n s  y '  y s "  :  f l  y s "  
i n  f l  y s '  
(  C o n s  x  x s l  :  f O  x s '  y s  
i n  f 0  $ 3  ysn 0  { X S , Y S }  
=  A i c a s e  x s  o f  
N i l  :  c a s e  y s  o f  
N i l  :  T r u e  
I  C o n s  y  y s '  :  l e t r e c  f l  
=  X y s ' .  c a s e  y s '  o f  
N i l  :  T r u e  
(  C o n s  y '  y s "  :  f 1  y s "  
i n  f 1  y s '  
I  C o n s  x  x s '  :  fO x s '  y s ]  { f O  x s  y s )  { x s ,  y s )  
( b y  A 6 1  
=  T [ ( A [ c a s e  y s  o f  
N i l  :  T r u e  
(  C o n s  y  y s '  :  l e t r e c  f l  =  X y s ' .  c a s e  y s '  o f  
N i l  :  T r u e  
I  C o n s  y '  y s "  :  f l  y s "  
i n  f l  Y ~ ' I  { f O  x s  y s l  { x s ,  y s ) )  
A  ( A l l f O  x s '  Y S ]  { f O  x s  Y S )  { x s , y s ,  x , x s ' ) ) l l  0  0  
( b y  A 5 1  
=  T U ( T U ( A U T ~ U ~ I I  i f 0  x s  Y ~ I  { x s ,  Y ~ I )  ( b y  A 5 1  
A  ( A [  l e t r e c  f 1  =  X y s ' .  c a s e  y s '  o f  
N i l  :  T r u e  
I  C o n s  y '  y s "  :  f 1  y s "  
i n  f l  y s ' ]  { f O  x s  y s )  { x s ,  Y s ,  Y ,  y s ' ) > l l  0  0 )  
A  ( A V O  x s '  y s l l  { f O  x s  y s )  { x s , y s , x ,  x s ' > > ]  0  0  
=  T [ ( T [ T r u e  A  ( A ( [ c a s e  y s '  o f  
N i l  :  D u e  
I  C o n s  Y '  y s "  :  f l  y s " 1  i f 0  
y s , f 1  y s ' )  { x s ,  Y S ,  Y ,  y s ' ) ) l l  0 0 )  
A  ( A D O  x s '  Y S ]  { f o  3 s  Y S )  { x s , ~ s , x , x s ' ) ) R  0  0  ( b y  A 2 , A 6 )  
=  T [ ( T [ T r u e  A  ( T [ ( A [ T r u e ]  { f O  x s  y s ,  f l  y s ' )  { x s ,  y s ,  y ,  y s ' ) )  
A  ( ~ 1  Y S I I I J  { f o  x s  ~ s , f 1  Y ~ I I  { x s ,  Y ~ , Y , Y ~ ~ , Y ~ , Y ~ ~ I ) I  o  o)n o  o )  
A  ( A D O  x s '  y s n  i f 0  x s  y s )  { x s ,  Y s ,  x ,  x s ' ) ) ]  0  0  
( b y  A 5 )  
=  T [ ( T [ T r u e  A  ( T [ T r u e  A  T r u e ]  { )  { I ) ]  { )  { ) )  
A  ( A V O  x s '  Y S ]  { f o  x s  Y S )  { x s ,  Y S ,  2 ,  x s ' ) ) l l  0  0  ( b y  A 2 , A 7 )  
=  T [ ( T [ T r u e  A  T r u e ]  { )  { ) )  A  ( A V O  x s '  y s ]  { f O  x s  y s )  { x s ,  y s ,  x ,  x s ' ) ) ]  { )  { )  
( b y  7 1 9 7 ' )  
=  T i T r u e  A  ( A V O  x s '  y s ]  {fO x s  y s )  { x s , y s , x , x s ' ) ) ]  { )  { )  
( b y  T I , ? )  
=  T i T r u e  A  T r u e ]  { )  { )  
( b y  " 4 7 )  
=  T r u e  ( b y  
W e  o b t a i n  t h e  t r u t h  v a l u e  T r u e  a s  r e q u i r e d .  T h i s  c o m p l e t e s  t h e  p r o o f  o f  c o n j e c -  
t u r e  ( I ) ,  a n d  d e m o n s t r a t e s  t h a t  i t  i s  a  t h e o r e m .  

